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Kapitel 1Einleitung
"Die Natur spri
ht die Spra
he der Mathematik: Die Bu
hstabendieser Spra
he sind Dreie
ke, Kreise und andere mathematis
heFiguren.\ Galileo Galile��1.1 Historis
hesIn dieser Arbeit wird es um eine Erweiterung eines der �altesten Teilgebieteder Geometrie, der regelm�a�igen Polyeder, gehen. Die Wurzeln dieses Teilge-bietes rei
hen zur�u
k bis vor die Zeit um 500 vor Christus. Umfangrei
hereArbeiten wurden wahrs
heinli
h erstmals um 400 vor Christus von Platondur
hgef�uhrt. Obwohl es si
here Indizien gibt, dass er viele Ideen von anderenAutoren �ubernommen hatte, werden die f�unf regelm�a�igsten Polyeder ihmzugespro
hen und zu seinem Andenken die Platonis
hen Polyeder oder diePlatonis
hen K�orper genannt. Platon bes
hreibt Polyeder "h�o
hster Per-fektion und Harmonie\, die nur aus glei
hen Fl�a
hen bestehen und derenFl�a
hen selber alle glei
h lange Kanten und glei
h gro�e Winkel haben (alsoselbst regelm�a�ig sind). Seine Arbeiten �uber diese K�orper hatten ni
ht nurgro�e Auswirkungen auf die Mathematik im Allgemeinen und die Geometrieim Speziellen, sondern au
h auf die Philosophie, die Astronomie, die Astro-logie und auf viele andere Wissensgebiete [10℄.Weitere Arbeiten zu regelm�a�igen Polyedern folgten um 250 vor Christusvon Ar
himedes. Er bes
hreibt dreizehn Polyeder, deren Fl�a
hen alle regel-m�a�ig, aber ni
ht glei
h sind. Au
h diese Arbeiten �uber die Ar
himedis
henPolyeder hatten einen gro�en auf viele Wissensgebiete.Diese und viele weitere Arbeiten, die im Mittelalter und bis hinein in diefr�uhe Neuzeit dar�uber verfasst wurden, bezogen si
h auf greifbare Objekte im1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG3-dimensionalen Raum (z.B. Johannes Keplers Arbeiten �uber Polyeder). Erstin der zweiten H�alfte des 19. Jahrhunderts { mit der Weiterentwi
klung derklassis
hen hin zur projektiven und ni
hteuklidis
hen Geometrie { tau
htenerste �Uberlegungen zu h�oherdimensionalen geometris
hen Objekten auf.S
hlie�li
h waren es Ludwig S
hl�a
i und Vi
tor S
hlegel (um 1850 bzw. 1883),die si
h als erste mit 4- und h�oherdimensionalen K�orpern ("Polys
heme\)befassten. Aber erst im 20. Jahrhundert bildete si
h der allgemeine Begri�der Polytope als Analogon zu Polyedern im n-Dimensionalen aus [21℄.Beide, S
hl�a
i und S
hlegel, befassten si
h jedo
h haupts�a
hli
h mit re-gelm�a�igen Polytopen. S
hl�a
i war der erste, der zeigen konnte, dass es im4-Dimensionalen se
hs, in h�oheren Dimensionen allerdings nur no
h je dreiregelm�a�ige Polytope gibt [19℄. S
hlegel wurde bekannt dur
h die na
h ihmbenannten Diagramme von Polyedern in der Ebene und von 4-dimensionalenPolytopen im Ans
hauungsraum bzw. in der Ebene [20℄.Die ersten Arbeiten zu den halbregelm�a�igen Polytopen waren Anfang des20. Jahrhunderts die Untersu
hungen von Thorold Gosset und Ali
ia BooleStott. Allerdings wurde die Halbregelm�a�igkeit immer auf unters
hiedli
heArt de�niert. F�ur Gosset waren halbregelm�a�ige Polytope in n Dimensionenzusammengesetzt aus vers
hiedenen, aber selbst regelm�a�igen Polytopen nie-drigerer Dimension [11℄. Boole Stott hingegen erlaubte s
hon die Ar
hime-dis
hen Polyeder als Teile der Polytope [2℄. Erst Harold S
ott Ma
donaldCoxeter f�uhrte die Halbregelm�a�igkeit genauer ein (siehe weiter unten dieDe�nition von Uniformit�at) [7℄.Sp�ater folgten umfangrei
here Arbeiten von Norman Woodason Johnson[13℄, Willem AbrahamWytho�, John Horton Conway, Mike J.T. Guy [4℄ undBranko Gr�unbaum [12℄, um nur einige zu nennen. Alle befassten si
h unteranderem mit Teilaspekten der halbregelm�a�igen Polytope. Allerdings konntekeiner einen vollst�andigen Beweis �uber die Art und Anzahl dieser Polytopein Dimensionen gr�o�er als 3 liefern.In der hier vorliegenden Arbeit wird nun ein weiterer S
hritt hin zurvollst�andigen Charakterisierung und Aufz�ahlung der regelm�a�igen und halb-regelm�a�igen Polytope h�oherer Dimensionen getan: der vollst�andige Beweis�uber die Art und Anzahl der uniformen Polytope in vier Dimensionen.



1.2. DEFINITIONEN 31.2 De�nitionenAls erstes werden die Terminologien, die in dieser Arbeit verwendet werden,dur
h einige De�nitionen erkl�art. Dabei werden aber grunds�atzli
he Begriffewie E
ken/Punkte, Linien, Geraden und Fl�a
hen als bekannt vorausgesetzt.Wenn wir von Polygonen spre
hen, insbesondere von bestimmten n-go-nen oder n-E
ken, so sind immer konvexe, regelm�a�ige und planare Fl�a
hen,begrenzt dur
h eine endli
he Anzahl von Kanten (gerade Stre
ken), gemeint.Des Weiteren sollen die hier genannten Polyeder immer endli
h, konvex, ineiner 3-dimensionalen Hyperebene liegend und begrenzt dur
h regelm�a�igePolygone sein. In beliebig hohen Dimensionen spre
hen wir allgemein vonPolytopen, die wieder konvex, endli
h und von Polytopen einer Dimensionniedriger begrenzt sind. Speziell im 4-Dimensionalen hei�en diese PolytopePoly
hora (singular Poly
hor, das). Polyeder erhalten als Teile von Poly-
hora den Namen Zelle.Kommen wir zur genauen De�nition von Regelm�a�igkeit oder Regula-rit�at: Ein Polygon hei�t regelm�a�ig, wenn alle seine Kanten glei
h lang undalle seine Winkel glei
h gro� sind (in dieser Arbeit soll ein Polygon au�erdemin einer Ebene liegen und konvex sein). Ein Polytop in n Dimensionen hei�tregelm�a�ig, wenn es aus regelm�a�igen und glei
hen Polytopen der Dimensionn � 1 aufgebaut ist und �uber E
kentransitivit�at verf�ugt (d.h. es existiertf�ur jedes Paar von E
ken eine Bewegung, die die eine E
ke in die andere�uberf�uhrt und dabei das Polytop auf si
h abbildet).In drei Dimensionen sind dies genau die Platonis
hen Polyeder. Deshalbwerden regelm�a�ige Polytope in h�oheren Dimensionen oft als Platonis
hePolytope bezei
hnet.Zu dieser De�nition gibt es etli
he �aquivalente Eigens
haften; eine davonsoll hier angef�uhrt werden: Regelm�a�ige Polytope haben eine Sph�are, auf deralle E
ken liegen (Umsph�are), eine Sph�are, auf der alle Kantenmittelpunkteliegen, eine, auf der alle Fl�a
henmittelpunkte liegen, eine, auf der alle Zellmit-telpunkte liegen, usw. Dabei haben alle Sph�aren den glei
hen Mittelpunkt,den Mittelpunkt des Polytops.Bei der De�nition von Halbregelm�a�igkeit gab es lange Zeit Uneinigkeit.Selbst im 3-Dimensionalen gibt es mehrere M�ogli
hkeiten einer De�nition.So k�onnte die Transitivit�at der E
ken, die Regelm�a�igkeit der Fl�a
hen oderdie Glei
hheit der Fl�a
hen aufgegeben werden. Aus diesem Grunde de�nierenwir einen neuen Begri�: Uniformit�at.



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGEin Polygon ist uniform, wenn es regelm�a�ig ist. Ein Polytop in nDimensionen, n � 3, ist uniform, wenn es nur aus (ni
ht notwendig glei
hen)uniformen Polytopen der Dimension n�1 aufgebaut ist und �uber E
kentran-sitivit�at verf�ugt.In diesem Sinne sind die Ar
himedis
hen Polyeder uniform. Allerdingsgibt es daneben no
h mehr uniforme Polyeder: die Platonis
hen Polyeder,die Prismen (bestehend aus zwei parallelen n-E
ken, verbunden mit 4-E
ken)und die Antiprismen (zwei parallelen n-E
ken, die verdreht zueinander undsomit dur
h 3-E
ke verbunden sind).Es wird si
h herausstellen, dass die uniformen Poly
hora aus den Pla-tonis
hen Poly
hora, den prismatis
hen Poly
hora (von denen es unendli
hviele gibt), den biprismatis
hen Poly
hora (von denen es ebenfalls unendli
hviele gibt) sowie aus 41 weiteren Poly
hora bestehen (Kapitel 8 und 9). Da im3-Dimensionalen die Platonis
hen Polyeder und die Prismen und Antiprismenebenfalls von den uniformen Polyedern abgezogen werden, um die Ar
hime-dis
hen Polyeder zu erhalten, ist es naheliegend, diese 41 als Ar
himedis
hePoly
hora zu bezei
hnen, au
h wenn si
h dies in der Literatur no
h ni
htdur
hgesetzt hat.Dur
h die E
kentransitivit�at besitzen au
h uniforme Polytope spezielleSph�aren mit glei
hem Mittelpunkt: So gibt es zu jedem uniformen Poly
horeine Sph�are, auf der alle E
ken liegen, eine, auf der alle Kantenmittelpunkteliegen, eine f�ur jede Art von Fl�a
he (3-E
k, 4-E
k usw.), die vorkommt, je eineSph�are, auf der die Mittelpunkte der Fl�a
hen des jeweiligen Types liegen, undje eine Sph�are f�ur die vers
hiedenen Zellen, so dass jeweils die Mittelpunkteglei
her Zellen auf einer Sph�are liegen.Zwei weitere Begri�e dieser Arbeit, die no
h einer Erkl�arung bed�urfen,sind E
kenumgebung und Kantenkombination oder -umgebung. Beider E
kenumgebung handelt es si
h um die Umgebung einer E
ke einesPolytopes. Sie bes
hreibt bei den Polyedern, wel
he Fl�a
hen in wel
her Rei-henfolge um diese E
ke herum liegen und wird dann meist nur als Fl�a
henty-penzyklus aufges
hrieben. Da die benutzten Polyeder alle uniform sind undalso �uber E
kentransitivit�at verf�ugen, ist die Bes
hreibung einer E
ke dur
hderen Umgebung eindeutig und wird deshalb in dieser Arbeit als Synonymf�ur die entspre
hende Zelle benutzt: So ist (4,4,4) z.B. der Hexaeder, (3,3,3,7)das 7-Antiprisma. Bei den Poly
hora ist eine E
kenumgebung die Anordnungder Zellen in der Umgebung dieser E
ke. Da diese Umgebung r�aumli
h ist,gibt es dazu leider keine einfa
he Darstellung (ledigli
h die Darstellung der



1.2. DEFINITIONEN 5E
kenumgebung als E
k-Figur, einem unregelm�a�igen Polyeder, der entsteht,wenn die E
ke abges
hnitten wird, ist m�ogli
h).Eine Kantenkombination eines Poly
hors ist dagegen wieder einfa
hdarstellbar. Es ist der Zyklus von Zellen um eine bestimmte Kante herumund wird deshalb au
h analog zu einer E
kenumgebung eines Polyeder ge-s
hrieben: (4,4,4)(4,4,4)(4,4,4) w�are so die Kantenkombination des 8-Zellers,des 4-dimensionalenW�urfels. Um diese (hier sogar um jede) Kante liegen dreiHexaeder. Da aber die uniformen Poly
hora ni
ht �uber Kantentransitivit�atverf�ugen, kommen bei den meisten vers
hiedene Kantenumgebungen vor.Ab Kapitel 7 werden mehrere Kantenkombinationen zu E
kenumgebun-gen zusammengef�ugt. Dieses erfolgt nur lokal (da ja alle E
kenumgebungenaufgrund der E
kentransitivit�at glei
h sind). Somit erfolgen die Argumen-tationen vollst�andig im 3-dimensionalen Ans
hauungsraum, ohne dass dievierte Dimension explizit vorgestellt werden muss. Das Zusammenf�ugen derZellen an Fl�a
hen, Kanten und E
ken ist also ledigli
h eine Art Puzzle ausZellen.S
hlie�li
h de�nieren wir die vers
hiedenen in dieser Arbeit relevantenWinkel. Der Winkel zwis
hen zwei bena
hbarten Kanten auf einer Fl�a
heentspri
ht demWinkel im �ubli
hen Sinne und hei�t hier Fl�a
henwinkel. DesWeiteren ist der Winkel zwis
hen zwei Fl�a
hen, die eine gemeinsame Kantehaben, der Winkel (im �ubli
hen Sinne) am Kantenmittelpunkt und zwis
henden Halbgeraden vom Kantenmittelpunkt zu den Fl�a
henmittelpunkten. Die-ser Winkel hei�tKeilwinkel. Zu guter Letzt ben�otigen wir no
h den Winkelzwis
hen zwei Zellen, die si
h an einer Fl�a
he ber�uhren. Analog ist dies derWinkel (im �ubli
hen Sinne) am Fl�a
henmittelpunkt und zwis
hen den Halb-geraden vom Fl�a
henmittelpunkt zu den Zellmittelpunkten. Diesen Winkelnennen wir Faltwinkel.In dieser Arbeit soll es nun darum gehen, die uniformen Poly
hora voll-st�andig zu bes
hreiben und damit zu zeigen, dass es neben den s
hon be-kannten 41 Ar
himedis
hen Poly
hora keine weiteren gibt.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

24-Zeller 1
1Abwi
klung; aus [25℄



Kapitel 2Beweisidee"Es ste
kt erstaunli
h viel Imagination in der Mathematik derNatur; und Ar
himedes hatte mindestens so viel Phantasie wieHomer.\ VoltaireDer Beweis in dieser Arbeit basiert auf der Idee, alle kombinatoris
h m�og-li
hen Kantenumgebungen zu bestimmen und f�ur jede den Radius der um-s
hriebenen 4-dimensionalen Sph�are zu bere
hnen. Es ist o�ensi
htli
h, dassin der Umgebung einer E
ke nur Kantenkombinationen vorkommen k�onnen,die den glei
hen Radius haben. Es m�ussen also folgli
h nur sol
he E
kenum-gebungen betra
htet werden, deren Kantenumgebungen alle glei
hen Radiushaben. Da wir E
kentransitivit�at voraussetzen und bei der Bestimmung derKantenumgebungen nur Polyeder (=Zellen) betra
htet haben, die selber uni-form sind, erhalten wir Bes
hreibungen aller m�ogli
hen E
kenumgebungen4-dimensionaler uniformer Poly
hora. Wir m�ussen diese E
kenumgebungendann nur no
h mit den Ar
himedis
hen Poly
hora eindeutig identi�zieren.Um die Radien der m�ogli
hen Kantenkombinationen zu bere
hnen, m�us-sen wir erst einmal alle Keilwinkel und Radien in den Zellen bestimmen;genauer die Radien vom Polyedermittelpunkt zu den Fl�a
henmittelpunkten(Insph�aren mit dem Inradius; ni
ht eindeutig, da wir vers
hiedene Typen vonFl�a
hen haben!), zu den Kantenmittelpunkten (Mitsph�aren mit dem Mit-radius) und zu den E
ken (Umsph�aren mit dem Umradius). Daraus wer-den dann die Faltwinkel zwis
hen den einzelnen Zellen in einer m�ogli
henKantenumgebung bere
hnet, und dann ergeben si
h { zusammen mit denRadien der Zellen { die Radien der Umsph�are des m�ogli
hen Poly
hors.Bei all diesen (gr�o�tenteils numeris
hen) Re
hens
hritten werden nat�ur-li
h Re
henfehler dur
h Rundungen, Ausl�os
hungen und/oder Ungenauig-keiten bei der Bere
hnung trigonometris
her Funktionen gema
ht. Selbst7



8 KAPITEL 2. BEWEISIDEEwenn wir mit 10, 20 oder mehr Na
hkommastellen arbeiten, werden wiralso zwangsl�au�g ni
ht genau glei
he Werte f�ur logis
herweise glei
he Radienerhalten; z.B. k�onnten andere Ergebnisse herauskommen, wenn wir einmaldie Keilwinkel des Oktaeders als Doppelpyramide und einmal als Antipris-ma bere
hnen. Um trotzdem die Eigens
haft der Glei
hheit einiger Radienauszunutzen, ma
hen wir im Anhang C.1 (ab Seite 173) eine Fehlerabs
h�atz-ung, die Folgendes re
htfertigt: Anstatt Kombinationen von Kantenumge-bungen mit glei
hem Radius zu ber�u
ksi
htigen, betra
hten wir einfa
h keineder Kombinationen von Kantenumgebungen, deren Radien si
h (na
h unsererFehlerabs
h�atzung) si
her unters
heiden und lassen also kleine Ungenauigkei-ten bei den Radien zu. Mit dieser Methode bes
hr�anken wir erstens dieAnzahl der zu betra
htenden Kombinationen immer no
h sehr stark, s
hlie-�en aber keine Kombination aus, die dur
h Re
henfehler sonst ausges
hlossenworden w�are.Da wir als Zellen alle uniformen Polyeder zulassen wollen, bekommen wirdas Problem, dass es neben den Platonis
hen und Ar
himedis
hen Polye-dern au
h no
h die Prismen und Antiprismen gibt, von denen bekanntli
hunendli
h viele existieren. Nun �nden wir aber bei den Platonis
hen undAr
himedis
hen Polyedern nur 3-, 4-, 5-, 6-, 8- und 10-E
ke. Somit d�urftensi
h m�ogli
he Kombinationen von (Anti-)Prismen mit Fl�a
hen gr�o�eren Typsmeist au�erhalb der erstgenannten Polyeder bilden. Und selbst wenn es uni-forme Poly
hora geben sollte, die aus (Anti-)Prismen und Platonis
hen und/oder Ar
himedis
hen Polyedern gebildet werden, wird es dann si
herli
hni
ht f�ur jedes (Anti-)Prisma grunds�atzli
h andere Arten von Kombinationengeben, sondern eher Baupl�ane der folgenden Art: an jeder E
ke ein p-Prisma,ein p-Antiprisma, drei Tetraeder und ein Kubo-Oktaeder f�ur alle p > 7. Somitbrau
hen wir ni
ht alle p-(Anti-)Prismen zu betra
hten; vielmehr k�onnen wiruns bei den folgenden Betra
htungen auf kleine p bes
hr�anken. In dieserArbeit soll p = 14 die Grenze sein. In Kapitel 8 (ab Seite 97) werdenwir sehen, dass diese Argumentation gere
htfertigt ist und wir somit ausden gefundenen Kombinationen alle mit p-(Anti-)Prismen (p beliebig gro�)angeben k�onnen. Der Vollst�andigkeit halber werden im Anhang ab Seite 178die F�alle mit p > 14 trotz dieser Argumentation no
h einmal betra
htet.Bei der Zusammensetzung der einzelnen Kantenumgebungen zu einerE
kenumgebung werden wir vier kleine Lemmata aufstellen und mit ihnendie unm�ogli
hen E
kenumgebungen auss
hlie�en. Zum S
hluss werden die�ubrig gebliebenen Kombinationen eindeutig mit den uniformen { d.h. denAr
himedis
hen { Poly
hora identi�ziert.Einer �ahnli
hen Beweisidee folgten �ubrigens s
hon Conway und Guy 1963[4℄; sie betra
hteten die E
k-Figuren der Zellen, d.h. die dur
h die E
k-Na
h-



9barn einer E
ke gebildeten Fl�a
hen. Ans
hlie�end kombinierten sie diejenigenzu si
h s
hlie�enden, unregelm�a�igen Polyeder, deren E
ken auf einer Sph�areliegen. Damit konnten sie zwar die bekannten uniformen Poly
hora best�atigenund sogar no
h ein weiteres �nden. Leider wurde aber { abgesehen von einerzweiseitigen Zusammenfassung der Ergebnisse { nie eine Arbeit dar�uber ver-�offentli
ht.

8-Zeller 2

5-Zeller 22Abwi
klung; aus [25℄



Christus Hyper
ubus von Salvador Dal��, 1955(Jesus gekreuzigt an einer Abwi
klung des 4-dim. W�urfels)



Kapitel 3Die Keilwinkel"Die reine Mathematik ist auf ihre Art die Poesie logis
herGedanken.\ Albert Einstein3.1 Zellen mit drei Fl�a
hen pro E
keZur Bestimmung der Keilwinkel bei Zellen mit drei Fl�a
hen pro E
ke be-dienen wir uns der sph�aris
hen Trigonometrie [1℄. Denn diese Zellen habenals E
k-Figuren 3-E
ke, deren Kanten dur
h die Winkel in den E
ken derFl�a
hen gegeben sind. Aus diesen lassen si
h die Winkel zwis
hen den Kantendes sph�aris
hen 3-E
ks mit Hilfe des Seitenkosinussatzes bestimmen. DieseWinkel entspre
hen genau den Keilwinkeln.Weiter oben haben wir die Zellen dur
h die Anordnung der Fl�a
henum eine E
ke bes
hrieben. Um der Tatsa
he Re
hnung zu tragen, dass diemeisten Zellen vers
hieden gro�e Keilwinkel besitzen, wird nun die Kurz-s
hreibweise der Zellen so zyklis
h vertaus
ht, dass die beiden Fl�a
hen vornestehen, deren Keilwinkel angegeben ist. So hat der stumpfe Tetraeder dieKeilwinkel (3,6,6) und (6,6,3). Dabei soll die kleinere Zahl immer an ersterStelle, die gr�o�eren Zahlen immer hinten stehen { und ni
ht wie bei (6,3,6).Glei
hes soll nat�urli
h au
h f�ur die Zellen mit vier oder f�unf Fl�a
hen gelten {also hat z.B. der s
hr�age Dodekaeder die Keilwinkel (3,5,3,3,3) und (3,3,3,3,5).Der Seitenkosinussatz ist ein Satz �uber sph�aris
he 3-E
ke und setzt dieSeiten und die Winkel in diesen 3-E
ken in Beziehung. Seien die E
ken des3-E
ks A, B und C. Weiter sei die Kante CB mit a bezei
hnet, AC mit bund AB mit 
. Au�erdem sei � der Winkel bei A, � bei B und 
 bei C. Mit11



12 KAPITEL 3. DIE KEILWINKELR als Radius der Sph�are erhalten wir die normierten Kantenl�angen a� := aR ,b� := bR und 
� := 
R . Dann ist die Aussage des Seitenkosinussatzes
os 
� = 
os a� 
os b� + sin a� sin b� 
os 
 bzw.
 = ar

os�
os 
� � 
os a� 
os b�sin a� sin b� �wobei a�, b� und 
� bzw. �, � und 
 zyklis
h vertaus
ht werden k�onnen.
A B

C ab 
� �

Damit lassen si
h alle Keilwinkel der Zellen bestimmen, an deren E
kenjeweils drei Fl�a
hen grenzen. Die jetzt no
h ben�otigten Fl�a
henwinkel ' derp-gone (also a�, b� und 
�) ergeben si
h aus' = p� 2p �.Jetzt lassen si
h alle Zellen mit drei Fl�a
hen pro E
ke angeben; erst diePlatonis
hen, dann die Ar
himedis
hen Polyeder, zum S
hluss die Prismen.Kon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(3,3,3) 3 3 0.39182655203060727 Tetraeder(4,4,4) 4 4 0.50000000000000000 Hexaeder(5,5,5) 5 5 0.64758361765043327 Dodekaeder(3,6,6) 3 6 0.60817344796939273 stumpfer Tetraeder(6,6,3) 6 6 0.39182655203060727 stumpfer Tetraeder(3,8,8) 3 8 0.69591327601530364 stumpfer Hexaeder(8,8,3) 8 8 0.50000000000000000 stumpfer Hexaeder(3,10,10) 3 10 0.79234795477416836 stumpfer Dodekaeder(10,10,3) 10 10 0.64758361765043327 stumpfer Dodekaeder(4,6,6) 4 6 0.69591327601530364 stumpfer Oktaeder(6,6,4) 6 6 0.60817344796939273 stumpfer Oktaeder(5,6,6) 5 6 0.79234795477416836 stumpfer Ikosaeder(6,6,5) 6 6 0.76772047280123001 stumpfer Ikosaeder(4,6,8) 4 6 0.80408672398469637 gro�er Rhomben-Kubo-OktaederFortf�uhrung auf folgender Seite



3.1. ZELLEN MIT DREI FL�ACHEN PRO ECKE 13Fortf�uhrung von voriger SeiteKon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(4,8,6) 4 8 0.75000000000000000 gro�er Rhomben-Kubo-Oktaeder(6,8,4) 6 8 0.69591327601530364 gro�er Rhomben-Kubo-Oktaeder(4,6,10) 4 6 0.88386023640061501 gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(4,10,6) 4 10 0.82379180882521664 gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(6,10,4) 6 10 0.79234795477416836 gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(3,4,4) 3 4 0.50000000000000000 3-Prisma(4,4,3) 4 4 0.33333333333333333 3-Prisma(5,4,4) 5 4 0.50000000000000000 5-Prisma(4,4,5) 4 4 0.60000000000000000 5-Prisma(6,4,4) 6 4 0.50000000000000000 6-Prisma(4,4,6) 4 4 0.66666666666666667 6-Prisma(7,4,4) 7 4 0.50000000000000000 7-Prisma(4,4,7) 4 4 0.71428571428571429 7-Prisma(8,4,4) 8 4 0.50000000000000000 8-Prisma(4,4,8) 4 4 0.75000000000000000 8-Prisma(9,4,4) 9 4 0.50000000000000000 9-Prisma(4,4,9) 4 4 0.77777777777777778 9-Prisma(10,4,4) 10 4 0.50000000000000000 10-Prisma(4,4,10) 4 4 0.80000000000000000 10-Prisma(11,4,4) 11 4 0.50000000000000000 11-Prisma(4,4,11) 4 4 0.81818181818181818 11-Prisma(12,4,4) 12 4 0.50000000000000000 12-Prisma(4,4,12) 4 4 0.83333333333333333 12-Prisma(13,4,4) 13 4 0.50000000000000000 13-Prisma(4,4,13) 4 4 0.84615384615384615 13-Prisma(14,4,4) 14 4 0.50000000000000000 14-Prisma(4,4,14) 4 4 0.85714285714285714 14-Prisma



14 KAPITEL 3. DIE KEILWINKEL3.2 Zellen mit vier und f�unf Fl�a
hen, die si
hauf Polyeder mit drei Fl�a
hen pro E
kezur�u
kf�uhren lassenUnter den Ar
himedis
hen Polyedern lassen si
h einige �nden, die si
h zerle-gen lassen in Teilpolyeder, die wiederum aus regelm�a�igen Polygonen aufge-baut sind. Diese Teilpolyeder haben dann nat�urli
h die entspre
hend glei
henKeilwinkel, wenn an diesen Kanten ni
ht gerade ges
hnitten wurde. So l�asstsi
h (3,4,3,4) in der Mitte teilen (die S
hnitt
�a
he ist ein regelm�a�iges 6-E
k)und die Teile haben an den S
hnitte
ken wieder nur drei Fl�a
hen, n�amli
h3-E
k, 4-E
k und 6-E
k. Der Keilwinkel von (3,4,3,4) ist dann aber au
hglei
h dem Keilwinkel (3,4,6). Glei
hes gilt f�ur (3,5,3,5) und (3,4,5,4), wodie S
hnitt
�a
hen regelm�a�ige 10-E
ke sind, und f�ur (3,4,4,4) mit einemregelm�a�igen 8-E
k als S
hnitt
�a
he. Des Weiteren lassen si
h die Keilwin-kel der no
h fehlenden zwei Platonis
hen Polyeder bere
hnen: Der Oktaederbesitzt in der Mitte ein regelm�a�iges 4-E
k; der Ikosaeder l�asst si
h entlangregelm�a�iger 5-E
ke 'k�opfen`.Kon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(3,4,3,4) 3 4 0.69591327601530364 Kubo-Oktaeder(3,5,3,5) 3 5 0.79234795477416836 Ikosi-Dodekaeder(3,4,5,4) 3 4 0.88386023640061501 Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(4,5,4,3) 4 5 0.82379180882521664 Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(3,4,4,4) 3 4 0.80408672398469637 Rhomben-Kubo-Oktaeder(4,4,3,4) 4 4 0.75000000000000000 Rhomben-Kubo-Oktaeder(3,3,3,3) 3 3 0.60817344796939273 Oktaeder(3,3,3,3,3) 3 3 0.76772047280123001 Ikosaeder3.3 AntiprismenDie Keilwinkel in den Antiprismen lassen si
h weder dur
h Zerlegung no
hdur
h irgendeinen anderen wohlbekannten Satz s
hnell bere
hnen.Sei l die Kantenl�ange eines n-Antiprismas. Dann ist der Radius R1 desUmkreises eines n-E
ks gegeben dur
h 12 l = R1 sin �n , also R1 = l2 sin �n =12 l 
s
 �n ; und der Radius R0 des Inkreises dur
h R0 = R1 
os �n , folgli
h



3.3. ANTIPRISMEN 15R0 = 12 l 
os �nsin �n = 12 l tan�1 �n = 12 l 
ot �n . �nR0R1lBei einem 3-E
k derselben Kantenl�ange l ist die H�ohe h� gegeben dur
hh� = l 
os �6 = 12 lp3 . �6 h�lGesu
ht sei nun die H�ohe h des Antiprismas (3,3,3,n) mit Kantenl�ange l.h = h� 
os� mit h� sin� = R1 � R0 ) � = ar
sin R1�R0h� .R1R0h h��oberes n-E
kunteres n-E
kDer Keilwinkel zwis
hen einem n-E
k und einem 3-E
k beim (3,3,3,n) istdemna
h �+ �2 , also �2 + ar
sin R1�R0h� . So ist jetzt nur no
h der Keilwinkelzwis
hen zwei 3-E
ken beim (3,3,3,n) zu ermitteln. Sei g die Projektion einerDiagonale, die die gegen�uber liegenden Spitzen zweier aneinander grenzender3-E
ke verbindet, auf die Ebene des n-E
ks.�n 3�nl g R1Dann ist g = 2R1 sin 3�2n . Um die Diagonale d selbst zu bere
hnen, istno
h die H�ohe h des Antiprismas n�otig, und mit d2 = h2+ g2 bekommen wirdie gesu
hte Relation. dh�h�lh g



16 KAPITEL 3. DIE KEILWINKELBetra
hten wir nun das 3-E
k, gebildet dur
h diese Diagonale d und dieentspre
henden H�ohenlinien der 3-E
ke dieser Diagonale, dann sieht mansofort d2 = h� sin 
 ) 
 = ar
sin d2h� . 2
 ist der Keilwinkel zwis
hen zwei3-E
ken im (3,3,3,n). d h�
h�Damit erhalten wir na
h kurzem Umformen � = ar
sin 12 
s
 �n� 12 
ot �n12p3 =ar
sin 
s
 �n�
ot �np3 und 
 = ar
sinr�12 
os ar
sin 
s
 �n�
ot �np3 �2 + � sin 3�2np3 sin �n �2 ==3 ar
sinq13 + 23 
os �n , woraus folgende Formeln f�ur die Keilwinkel der An-tiprismen folgen: (3,n,3,3) ist �2 + � = �2 + ar
sin 
s
 �n�
ot �np3 und (3,3,3,n) ist2
 = 2 ar
sinq13 + 23 
os �n , alsoKon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(3,3,3,4) 3 3 0.70862001614328658 4-Antiprisma(3,4,3,3) 3 4 0.57686755821809152 4-Antiprisma(3,3,3,5) 3 3 0.76772047280123001 5-Antiprisma(3,5,3,3) 3 5 0.56006842757539837 5-Antiprisma(3,3,3,6) 3 3 0.80678828517724062 6-Antiprisma(3,6,3,3) 3 6 0.54944127155450689 6-Antiprisma(3,3,3,7) 3 3 0.83456812595788539 7-Antiprisma(3,7,3,3) 3 7 0.54206809759401324 7-Antiprisma(3,3,3,8) 3 3 0.85534657160805150 8-Antiprisma(3,8,3,3) 3 8 0.53663621231196770 8-Antiprisma(3,3,3,9) 3 3 0.87147910908580449 9-Antiprisma(3,9,3,3) 3 9 0.53246095481441045 9-Antiprisma(3,3,3,10) 3 3 0.88436948151897343 10-Antiprisma(3,10,3,3) 3 10 0.52914802486924264 10-Antiprisma(3,3,3,11) 3 3 0.89490695226159224 11-Antiprisma(3,11,3,3) 3 11 0.52645348284282490 11-Antiprisma(3,3,3,12) 3 3 0.90368248334127800 12-Antiprisma(3,12,3,3) 3 12 0.52421796670086522 12-Antiprisma(3,3,3,13) 3 3 0.91110425250069535 13-AntiprismaFortf�uhrung auf folgender Seite3Im Anhang auf Seite 199 wird diese Umformung vorgef�uhrt.



3.4. AUSNAHMEN 17Fortf�uhrung von voriger SeiteKon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(3,13,3,3) 3 13 0.52233280033885968 13-Antiprisma(3,3,3,14) 3 3 0.91746330402035646 14-Antiprisma(3,14,3,3) 3 14 0.52072124784978105 14-Antiprisma3.4 AusnahmenEinzig die Keilwinkel des s
hr�agen Hexaeders (3,3,3,3,4) und des s
hr�agenDodekaeders (3,3,3,3,5) lassen si
h ni
ht auf die bis jetzt erw�ahnten Artenbere
hnen.

Als erstes m�ussen wir uns Gedanken dar�uber ma
hen, wie viele vers
hiede-ne Keilwinkel vorkommen k�onnen. So kommen Winkel zwis
hen p-E
k (p =4oder 5) und 3-E
ken vor, weiter Winkel zwis
hen einem 3-E
k, dass an demp-E
k anliegt und dem n�a
hsten, wobei es prinzipiell zwei M�ogli
hkeiten gibt:Einmal zu einem 3-E
k, dass wieder an einem p-E
k liegt; zum Zweiten zueinem 3-E
k, dass nur �uber E
ken mit p-E
ken verbunden ist.Da wir aber Polyeder mit E
kentransitivit�at betra
hten, ist es lei
ht zusehen, dass alle E
ken dann auf ein und derselben Sph�are liegen. Au
h alleKantenmittelpunkte liegen auf einer { etwas kleineren { Sph�are, da alleKanten glei
h lang sein sollen. Dann m�ussen au
h die Fl�a
henmittelpunkteglei
her { regelm�a�iger { Fl�a
hen auf je einer Sph�are liegen. Verbinden wirnun den Polyedermittelpunkt mit allen E
ken, dann erhalten wir Pyramiden,deren Grund
�a
hen die jeweiligen Fl�a
hen des Polyeders sind. Pyramiden mitglei
hen Fl�a
hen sind dann au
h glei
h, insbesondere die Keilwinkel zwis
hen3-e
kigen (unregelm�a�igen) Seiten
�a
hen und den p-E
ken als Grund
�a
hender Pyramide. Sto�en also im Polyeder ein 3-E
k mit einem p-E
k zusam-men, so betr�agt der Keilwinkel genau die Summe der Keilwinkel der jeweili-gen Pyramiden. Somit k�onnen keine vers
hiedenen Keilwinkel zwis
hen zweibeliebigen bena
hbarten 3-E
ken bzw. zwis
hen 3- und p-E
ken vorkommen.



18 KAPITEL 3. DIE KEILWINKEL3.4.1 Der s
hr�age HexaederZum Bere
hnen der Keilwinkel im s
hr�agen Hexaeder werden die Koordina-ten eines (und dur
h Permutation aller) E
ken bere
hnet. Dabei wird der(3,3,3,3,4) in einen passenden Hexaeder so hineingelegt, dass die 4-E
ke des(3,3,3,3,4) auf den Fl�a
hen des (4,4,4) liegen. Jetzt wird die Kantenl�angek des ums
hriebenen Hexaeders auf 1 gesetzt. Dann sind die E
ken A =(x; y; 1)t, B = (y;�x; 1)t, C = (1; x; y)t, D = (1;�y; x)t und E = (y; 1; x)t,ein Fl�a
henmittelpunkt M = (0; 0; 1)t.
M A

B
C
D

E
k = 1 xyy x

Daraus lassen si
h die folgenden Kantenl�angen bere
hnen:AB2 = (x� y)2 + (�x� y)2 + (1� 1)2 = 2x2 + 2y2AC2 = (1� x)2 + (x� y)2 + (y � 1)2= 2 + 2x2 + 2y2 � 2xy � 2x� 2yBC2 = (1� y)2 + (x+ x)2 + (y � 1)2 = 2 + 4x2 + 2y2 � 4yBD2 = (1� y)2 + (�y + x)2 + (x� 1)2 = 2 + 2x2 + 2y2 � 2xy � 2x� 2y= AC2CD2 = (1� 1)2 + (�y � x)2 + (x� y)2 = 2x2 + 2y2= AB2Nun muss die Bedingung angewendet werden, dass im s
hr�agen Hexaederalle Kanten glei
h lang sind. Also setzen wir die Kantenl�angen glei
h undbestimmen die Variablen x und y:AB2 = AC2 =) xy + x+ y = 1 =) x = 1� y1 + yAB2 = BC2 =) 2y = 1 + x2 =) x =p2y � 1



3.4. AUSNAHMEN 19Dur
h Glei
hsetzen erhalten wir die kubis
he Glei
hung(1� y)2(1 + y)2 = 2y � 1 ) 1� 2y + y2 = (2y � 1)(1 + 2y + y2)) 1� 2y + y2 = 2y + 4y2 + 2y3 � 1� 2y � y2) 2� 2y � 2y2 � 2y3 = 0) y3 + y2 + y � 1 = 0Diese kubis
he Glei
hung in Normalform wird dur
h Substitution y = z � 13in die reduzierte Form (z� 13)3+(z� 13)2+ z� 13 � 1 = 0) z3+ 23z� 3427 = 0�uberf�uhrt. Mit Hilfe der Cardanis
hen L�osungsformel f�ur z3 + 3pz + 2q = 0l�osen wir mit p = 29 und q = �1727 und der Diskriminanten d = p3 + q2 = 297729auf zu:u = 3q�q +pd = 3r1727 + 327p33 = 13 3q17 + 3p33 = 1:08233900021435710v = 3q�q �pd = 3r1727 � 327p33 = 13 3q17� 3p33 = �0:20531665418894740Nun ist z = u + v = 0:87702234602540970 und somit folgt f�ur die beidenVariablen y = 0:54368901269207637 und x = 0:29559774252208480.Mit den Werten f�ur x und y lassen si
h nun die Kantenmittelpunkte F(zwis
hen A und B), G (zwis
hen B und C) und H (zwis
hen A und C) be-re
hnen. Anhand der Koordinaten k�onnen wir nun die Ri
htungsvektoren vonden Kantenmittelpunkten auf die Fl�a
hen bestimmen und dann mit 
os� =abjabj die Keilwinkel zwis
hen den vers
hiedenen Fl�a
hen bere
hnen.
M A

B
C
D

E
F GH



20 KAPITEL 3. DIE KEILWINKEL
A = 0� xy1 1A , B = 0� y�x1 1A , C = 0� 1xy 1A , D = 0� 1�yx 1A ,

E = 0� y1x 1A , M = 0� 001 1A , F = A +B2 = 0� x+y2y�x21 1A ,
G = B + C2 = 0� 1+y201+y2 1A , H = A+ C2 = 0� 1+x2x+y21+y2 1A .Das liefert die Ri
htungsvektoren��!FM = � 12(�x� y); 12(x� y); 0�t,�!FC = �12(2� x� y); 12(3x� y); y� 1�t, �!GA = � 12(2x� y� 1); y; 12(1� y)�t,��!GD = �12(1� y);�y; 12(2x� y � 1)�t,��!HB = �12(2y � x� 1); 12(�3x� y); 12(1� y)�t und��!HE = �12(2y � x� 1); 12(2� x� y); 12(2x� y � 1)�t ,woraus die Keilwinkel an F von 2.49553163057773343=0.79435238929724788�, an G von 2.67444808353522868=0.85130326507455573 � und an H vonebenfalls 2.67444808353522868 folgen.3.4.2 Der s
hr�age DodekaederAu
h beim s
hr�agen Dodekaeder verfolgen wir eine �ahnli
he Strategie; wirbetten den (3,3,3,3,5) so in einen Dodekaeder ein, dass die 5-E
ke aufeinanderliegen. Setzen wir o.B.d.A. die L�ange einer Diagonale eines 5-E
ks des Dode-kaeders auf zwei, dann liegen a
ht E
ken des Dodekaeders auf dem Hexaeder,den wir s
hon f�ur die Bere
hnung des s
hr�agen Hexaeders gebrau
ht haben.Genauer sind die E
ken des Dodekaeders (�1;�1;�1) und ���;�(1+ �); 0�mit geraden Permutationen4. Nun su
hen wir auf jedem 5-E
k ein kleineres,gedrehtes 5-E
k bzw. dessen E
kkoordinaten. Aus diesen k�onnen wir dannwieder �uber 
os� = abjabj die Keilwinkel zwis
hen den Fl�a
hen bere
hnen.4� = 12 (p5� 1) ist die Goldene S
hnittzahl.



3.4. AUSNAHMEN 21
M x yABx y e1

e2e3
e4 e5

Da die Kanten des Dodekaeders ni
ht senkre
ht zueinander sind, m�ussenwir x und y im Gegensatz zum s
hr�agen Hexaeder etwas umst�andli
herbestimmen. Sei M der Mittelpunkt eines 5-E
ks und e1 bis e5 die Vektorenvon M zu den E
ken. Dann lassen si
h die f�unf E
ken eines 5-E
ks dess
hr�agen Dodekaeders so mit x und y darstellen, dass die jeweiligen E
kenLinearkombinationen der Vektoren ej, die hier als Einheitsvektoren fungieren,und x und y deren "Koordinatenwerte\ sind. Hier w�aren A = M + xe1+ ye5und B =M + xe2 + ye1.
o1 A C o2B o4 DEo3e5 e1e2 f1f2 f3g1 g2

Hieraus folgt eine Darstellung einiger wi
htiger E
ken des s
hr�agen Do-dekaeders dur
h x und y: A = o1 + xe1 + ye5, B = o1 + xe2 + ye1, C =o2 + xf1 + yf2, D = o2 + xf2 + yf3 und E = o3 + xg1 + yg2.
P1P2P3P4P5 P6P7

P8P9P10
o1 o2o4

o3



22 KAPITEL 3. DIE KEILWINKELMit P1 = (o; � ; 1 + �)t, P2 = (0;�� ; 1 + �)t, P3 = (�1;�1; 1)t, P4 =(�1 � � ; 0; �)t, P5 = (�1; 1; 1)t, P6 = (1;�1; 1)t, P7 = (1 + � ; 0; �)t, P8 =(1; 1; 1)t, P9 = (� ; � + 1; 0)t und P10 = (�� ; � + 1; 0)t (� = p5�12 ) k�onnen alle"Einheitsvektoren\ bere
hnet werden:o1 = ��3� �5 ; 0; 4 + 3�5 �t o2 = �3 + �5 ; 0; 4 + 3�5 �to3 = �0; 4 + 3�5 ; 3 + �5 �t =)e1 = ��!o1P1 = �3 + �5 ; � ; 1p5�t e2 = ��!o1P2 = �3 + �5 ;�� ; 1p5�te5 = ��!o1P5 = �� � 25 ; 1; 1� 3�5 �t f1 = ��!o2P1 = ��3� �5 ; � ; 1p5�tf2 = ��!o2P2 = ��3� �5 ;�� ; 1p5�t f3 = ��!o2P6 = �2� �5 ;�1; 1� 3�5 �tg1 = ��!o3P1 = �0; 2� � 45 ; 2 + 4�5 �t g2 = ��!o3P8 = �1; 1� 3�5 ; 2� �5 �tJetzt k�onnen die Punkte A, B und C dur
h x und y ausgedr�u
kt werden.Die Kantenl�angen AB, AC und BC m�ussen glei
h sein. Dur
h Glei
hsetzender Quadrate der Kantenl�angen, L�osen der Glei
hungen und Auss
hlie�ender negativen und komplexen L�osungen bekommen wir die Koordinatenwer-te x = 0:50606254696601833 und y = 0:13402659372916743 (siehe Seite 153).
AB CD

EFo1 GH
Mit den Kantenmittelpunkten F (zwis
hen A und B), G (zwis
hen Aund C) und H (zwis
hen B und C) lassen si
h die Vektoren auf den Fl�a
hensenkre
ht zu den Kanten und daraus der Winkel zwis
hen den Vektorenbestimmen. Zwis
hen einem 5-E
k und einem angrenzenden 3-E
k betr�agtder Winkel 2.66913063362575611 = 0.84961066819908350 �, zwis
hen zwei3-E
ken 2.86540068834472861 = 0.91208536697796601 �.



3.5. ZUSAMMENFASSUNG 233.5 ZusammenfassungSomit sind alle Keilwinkel der in Frage kommenden Polyeder bestimmt. Na
hdem Sortieren na
h Gr�o�e bekommen wir folgende Tabelle:Kon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(4,4,3) 4 4 0.33333333333333333 3-Prisma(3,3,3) 3 3 0.39182655203060727 Tetraeder(6,6,3) 6 6 0.39182655203060727 stumpfer Tetraeder(3,4,4) 3 4 0.50000000000000000 3-Prisma(4,4,4) 4 4 0.50000000000000000 Hexaeder(5,4,4) 5 4 0.50000000000000000 5-Prisma(6,4,4) 6 4 0.50000000000000000 6-Prisma(7,4,4) 7 4 0.50000000000000000 7-Prisma(8,4,4) 8 4 0.50000000000000000 8-Prisma(9,4,4) 9 4 0.50000000000000000 9-Prisma(10,4,4) 10 4 0.50000000000000000 10-Prisma(11,4,4) 11 4 0.50000000000000000 11-Prisma(12,4,4) 12 4 0.50000000000000000 12-Prisma(13,4,4) 13 4 0.50000000000000000 13-Prisma(14,4,4) 14 4 0.50000000000000000 14-Prisma(8,8,3) 8 8 0.50000000000000000 stumpfer Hexaeder(3,14,3,3) 3 14 0.52072124784978105 14-Antiprisma(3,13,3,3) 3 13 0.52233280033885968 13-Antiprisma(3,12,3,3) 3 12 0.52421796670086522 12-Antiprisma(3,11,3,3) 3 11 0.52645348284282490 11-Antiprisma(3,10,3,3) 3 10 0.52914802486924264 10-Antiprisma(3,9,3,3) 3 9 0.53246095481441045 9-Antiprisma(3,8,3,3) 3 8 0.53663621231196770 8-Antiprisma(3,7,3,3) 3 7 0.54206809759401324 7-Antiprisma(3,6,3,3) 3 6 0.54944127155450689 6-Antiprisma(3,5,3,3) 3 5 0.56006842757539837 5-Antiprisma(3,4,3,3) 3 4 0.57686755821809152 4-Antiprisma(4,4,5) 4 4 0.60000000000000000 5-Prisma(3,3,3,3) 3 3 0.60817344796939273 Oktaeder(3,6,6) 3 6 0.60817344796939273 stumpfer Tetraeder(6,6,4) 6 6 0.60817344796939273 stumpfer Oktaeder(5,5,5) 5 5 0.64758361765043327 Dodekaeder(10,10,3) 10 10 0.64758361765043327 stumpfer Dodekaeder(4,4,6) 4 4 0.66666666666666667 6-PrismaFortf�uhrung auf folgender Seite



24 KAPITEL 3. DIE KEILWINKELFortf�uhrung von voriger SeiteKon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(3,8,8) 3 8 0.69591327601530364 stumpfer Hexaeder(4,6,6) 4 6 0.69591327601530364 stumpfer Oktaeder(3,4,3,4) 3 4 0.69591327601530364 Kubo-Oktaeder(6,8,4) 6 8 0.69591327601530364 gro�er Rhomben-Kubo-Oktaeder(3,3,3,4) 3 3 0.70862001614328658 4-Antiprisma(4,4,7) 4 4 0.71428571428571429 7-Prisma(4,4,3,4) 4 4 0.75000000000000000 Rhomben-Kubo-Oktaeder(4,8,6) 4 8 0.75000000000000000 gro�er Rhomben-Kubo-Oktaeder(4,4,8) 4 4 0.75000000000000000 8-Prisma(3,3,3,3,3) 3 3 0.76772047280123001 Ikosaeder(3,3,3,5) 3 3 0.76772047280123001 5-Antiprisma(6,6,5) 6 6 0.76772047280123001 stumpfer Ikosaeder(4,4,9) 4 4 0.77777777777777778 9-Prisma(3,10,10) 3 10 0.79234795477416836 stumpfer Dodekaeder(5,6,6) 5 6 0.79234795477416836 stumpfer Ikosaeder(3,5,3,5) 3 5 0.79234795477416836 Ikosi-Dodekaeder(6,10,4) 6 10 0.79234795477416836 gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(3,4,3,3,3) 3 4 0.79435238929724788 s
hr�ager Hexaeder(4,4,10) 4 4 0.80000000000000000 10-Prisma(3,4,4,4) 3 4 0.80408672398469637 Rhomben-Kubo-Oktaeder(4,6,8) 4 6 0.80408672398469637 gro�er Rhomben-Kubo-Oktaeder(3,3,3,6) 3 3 0.80678828517724062 6-Antiprisma(4,4,11) 4 4 0.81818181818181818 11-Prisma(4,5,4,3) 4 5 0.82379180882521664 Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(4,10,6) 4 10 0.82379180882521664 gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(4,4,12) 4 4 0.83333333333333333 12-Prisma(3,3,3,7) 3 3 0.83456812595788539 7-Antiprisma(4,4,13) 4 4 0.84615384615384615 13-Prisma(3,5,3,3,3) 3 5 0.84961066819908350 s
hr�ager Dodekaeder(3,3,3,3,4) 3 3 0.85130326507455573 s
hr�ager HexaederFortf�uhrung auf folgender Seite



3.5. ZUSAMMENFASSUNG 25Fortf�uhrung von voriger SeiteKon�g. E
k E
k Winkel in � Polyeder(3,3,3,8) 3 3 0.85534657160805150 8-Antiprisma(4,4,14) 4 4 0.85714285714285714 14-Prisma(3,3,3,9) 3 3 0.87147910908580449 9-Antiprisma(4,6,10) 4 6 0.88386023640061501 gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(3,4,5,4) 3 4 0.88386023640061501 Rhomben-Ikosi-Dodekaeder(3,3,3,10) 3 3 0.88436948151897343 10-Antiprisma(3,3,3,11) 3 3 0.89490695226159224 11-Antiprisma(3,3,3,12) 3 3 0.90368248334127800 12-Antiprisma(3,3,3,13) 3 3 0.91110425250069535 13-Antiprisma(3,3,3,3,5) 3 3 0.91208536697796601 s
hr�ager Dodekaeder(3,3,3,14) 3 3 0.91746330402035646 14-AntiprismaDie Platonis
hen Polyeder
(3,3,3) (4,4,4) (3,3,3,3) (5,5,5)Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder

(3,3,3,3,3)Ikosaeder



26 KAPITEL 3. DIE KEILWINKELDie Ar
himedis
hen Polyeder
(3,6,6) (3,8,8) (4,6,6) (3,10,10)stumpfer stumpfer stumpfer stumpferTetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder
(5,6,6) (3,4,3,4) (3,4,4,4) (4,6,8)stumpfer Kubo- Rhomben- gro�er Rhomben-Ikosaeder Oktaeder Kubo-Oktaeder Kubo-Oktaeder

(3,3,3,3,4) (3,5,3,5) (3,4,5,4) (4,6,10)s
hr�ager Ikosi- Rhomben- gro�er Rhomben-Hexaeder Dodekaeder Ikosi-Dodekaeder Ikosi-Dodekaeder
(3,3,3,3,5)s
hr�agerDodekaeder



3.5. ZUSAMMENFASSUNG 27Die Prismen
(3,4,4) (4,4,4) (5,4,4) (6,4,4)3-Prisma 4-Prisma 5-Prisma 6-Prisma
(7,4,4) (8,4,4) (9,4,4) (10,4,4)7-Prisma 8-Prisma 9-Prisma 10-PrismaDie Antiprismen

(3,3,3,3) (3,3,3,4) (3,3,3,5) (3,3,3,6)3-Anti- 4-Anti- 5-Anti- 6-Anti-Prisma Prisma Prisma Prisma
(3,3,3,7) (3,3,3,8) (3,3,3,9) (3,3,3,10)7-Anti- 8-Anti- 9-Anti- 10-Anti-Prisma Prisma Prisma Prisma



28 KAPITEL 3. DIE KEILWINKEL
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Kapitel 4Radien der Polyeder
"Im gro�en Garten der Geometrie kann si
h jeder na
h seinemGes
hma
k einen Strau� p
�u
ken.\ David HilbertIn diesem Abs
hnitt sollen die Radien der Sph�aren bestimmt werden, diedie betra
hteten Polyeder ums
hreiben. Da wir Transitivit�at in den E
kenvoraussetzen, ist es o�ensi
htli
h, dass alle E
ken auf einer Sph�are mit RadiusR0 liegen m�ussen. Des Weiteren sollen alle Kanten glei
h lang (o.B.d.A. =1)sein. Also m�ussen au
h alle Kantenmittelpunkte auf einer (etwas kleineren)Sph�are mit Radius R1 liegen.F�ur die Fl�a
henmittelpunkte gilt dies allerdings ni
ht, da die betra
htetenPolyeder aus vers
hiedenen Fl�a
hen aufgebaut sind. Nat�urli
h m�ussen aberdie Mittelpunkte glei
her Fl�a
hen (z.B. p-E
ke) auf einer Sph�are mit RadiusR2;p liegen. �p1

�p2 �p3 f2
f1

f3k13 k12
k23

e
rp1

rp2rp3
rp1

rp2rp3
�1�2

�3
29



30 KAPITEL 4. RADIEN DER POLYEDERSeien um eine E
ke e mit drei Fl�a
hen (p1-E
k, p2-E
k, p3-E
k) die Fl�a-
henmittelpunkte f1, f2 und f3, die Kantenmittelpunkte k12, k13 und k23 mitden Keilwinkeln �1 an k12, �2 an k13 und �3 an k23 gegeben. Au�erdem seiendann no
h die Winkel �p1 , �p2 und �p3 an den Fl�a
henmittelpunkten und dieRadien rp1 , rp2 und rp3 zu den entspre
henden Kantenmittelpunkten auf denFl�a
hen gegeben. Dann folgen aus dem Kapitel 3.3 (Seite 14) die Radienrpx f�ur die px-E
ken: Mit Kantenl�ange o.B.d.A. =1 ist rpx = 12 
ot �px . Wirerhalten unregelm�a�ige 4-E
ke o,fx,kxy,fy mit re
hten Winkeln an fx und fyund mit Polyedermittelpunkt o.

rpxfx�
fy�

kxy rpy

o

�Rk
Gesu
ht ist der Radius von Rk von o na
h kxy. In einer geeignet gew�ahltenKoordinatenebene bekommt fx die Koordinaten (0; 0)t, kxy := (0; rpx)t, fy :=(rpy sin�; rpx � rpy 
os�)t und o := (a; 0)t. Die Geraden dur
h fx und o unddur
h fy und o werden ges
hnitten und wir erhalten das Glei
hungssystema = rpy sin� � t 
os�, 0 = rpx � rpy 
os� � t sin� =) t = rpx�rpy 
os�sin� =)a = rpy sin�� (rpx � rpy 
os�) 
ot�. Dann folgt der Radius Rk =pr2px + a2und mit der Kantenl�ange (hier =1) sofort der Radius Re = qR2k + �12�2 =qr2px + a2 + 14 der Sph�are, die den Polyeder ums
hreibt.F�ur die Radien Rfx der Sph�aren, die dur
h die Fl�a
henmittelpunkte derFl�a
hen fx gehen, bekommen wir Rfx = qR2k � r2px = rpy sin� � (rpx �rpy 
os�) 
ot� = a, also genau das oben gefundene a (mit der ri
htigen In-dizierung x und y).Es stellt si
h die Frage, ob der erhaltene Radius von der Wahl der Indizes,d.h. von der Wahl der Reihenfolge der Fl�a
hen fx und fy , abh�angt. Dieskann verneint werden, da die Bedingungen der Re
htwinkligkeit in all diese



31unregelm�a�igen 4-E
ke ein
ie�en und die Keilwinkel in ihnen von der gesam-ten Umgebung der E
ke abh�angen. Dur
h Festlegung der Fl�a
hentypen umeine E
ke bekommen wir also feste Keilwinkel und einen festen Radius.Alle diese �Uberlegungen haben wir f�ur eine E
ke e mit drei Fl�a
hen ge-ma
ht. Es ist allerdings klar, dass wir genau die glei
hen unregelm�a�igen4-E
ke au
h bei E
ken mit vier oder f�unf Fl�a
hen erhalten. Wir k�onnen alsodie im vorigen Kapitel erre
hneten Keilwinkel zusammen mit den Inradiender entspre
henden Fl�a
hen (hier f�ur Kantenl�ange=1) einsetzen.p rp = 12 
ot �p3 0.288675134594812884 0.55 0.688190960235586776 0.866025403784438657 1.038260698286168288 1.20710678118654752
p rp = 12 
ot �p9 1.3737387097273111410 1.5388417695876267011 1.7028436194446250012 1.8660254037844386513 2.0285797428190582314 2.19064313376741154Dann erhalten wir sofort die Radien der Sph�aren, die dur
h die E
ken(Re), dur
h die Kantenmittelpunkte (Rk) und dur
h die Fl�a
henmittelpunkteder kleineren (Rfklein), der mittleren (Rfmittel) und der gr�o�eren Fl�a
hen(Rfgro�) gehen.Kon�g. Re Rfklein Rfmittel Rfgro�(3,3,3) 0.61237243569579243 0.20412414523192522(4,4,4) 0.86602540378443865 0.5(5,5,5) 1.40125853844407353 1.11351636441160672(3,3,3,3) 0.70710678118654753 0.40824829046386303(3,3,3,3,3) 0.95105651629515357 0.75576131407617073(3,6,6) 1.17260393995585739 1.02062072615965754 0.61237243569579453(3,8,8) 1.77882364566392447 1.68252198471216470 1.20710678118654755(3,10,10) 2.96944901586339850 2.91278116659641504 2.48989828488278031(4,6,6) 1.58113883008418969 1.41421356237309508 1.22474487139158908(5,6,6) 2.47801865906761556 2.32743843676632713 2.26728394222851222(4,6,8) 2.31761091289276657 2.20710678118654758 2.09077027517602776 1.91421356237309512(4,6,10) 3.80239449985129373 3.73606797749978984 3.66854248067258589 3.44095480117793401(3,4,3,4) 1 0.81649658092772603 0.70710678118654752(3,5,3,5) 1.61803398874989486 1.51152262815234147 1.37638192047117355(3,4,4,4) 1.39896632596590673 1.27427369424830169 1.20710678118654756(3,4,5,4) 2.23295050941569013 2.15701985252024436 2.11803398874989493 2.06457288070676039(3,3,3,3,4) 1.34371337374460172 1.21335580002189233 1.14261350892596212(3,3,3,3,5) 2.15583737511563974 2.07708965974320864 1.98091594728184078Fortf�uhrung auf folgender Seite



32 KAPITEL 4. RADIEN DER POLYEDERFortf�uhrung von voriger SeiteKon�g. Re Rfklein Rfmittel(3,4,4) 0.76376261582597333 0.5 0.28867513459481287(5,4,4) 0.98671515532598311 0.68819096023558677 0.5(6,4,4) 1.11803398874989485 0.86602540378443865 0.5(7,4,4) 1.25617883981767571 1.03826069828616828 0.5(8,4,4) 1.39896632596590670 1.20710678118654752 0.5(9,4,4) 1.54504305525873861 1.37373870972731114 0.5(10,4,4) 1.69352708533105394 1.53884176858762670 0.5(11,4,4) 1.84382113890780384 1.70284361944462500 0.5(12,4,4) 1.99550765660492450 1.86602540378443865 0.5(13,4,4) 2.14828670641882352 2.02857974281905823 0.5(14,4,4) 2.30193773580483825 2.19064313376741154 0.5(3,3,3,4) 0.82266438800803629 0.58604040983818134 0.42044820762685727(3,3,3,5) 0.95105651629515357 0.75576131407617073 0.42532540417601996(3,3,3,6) 1.08766387358053746 0.92178054251480381 0.42779983858367616(3,3,3,7) 1.22972734168212116 1.08576977373071269 0.42923659824727737(3,3,3,8) 1.37554858077350769 1.24851934896287365 0.43014778493148571(3,3,3,9) 1.52404555126984232 1.41045436261229815 0.43076304361230893(3,3,3,10) 1.67450474374256028 1.57182467326448472 0.43119850192972914(3,3,3,11) 1.82644035761348210 1.73278707479768877 0.43151823557758659(3,3,3,12) 1.97951194333636570 1.89344506138360977 0.43176003316939584(3,3,3,13) 2.13347470499423421 2.05386975816795680 0.43194738553948704(3,3,3,14) 2.28814857254958369 2.21411168569414405 0.43209553404124896Zusammengefasst l�asst si
h der Radius zum Mittelpunkt eines p-E
ks dur
hden Radius der Umsph�are Re einfa
h darstellen:Rf(p; Re) =qR2e � 14 
s
2 �p .
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34 KAPITEL 4. RADIEN DER POLYEDER

600-Zeller 7
7Abwi
klung; aus [25℄



Kapitel 5Faltwinkel und Radien imPoly
hor
"Little, if anything, is gained by representing the fourth Eu
lidiandimension as time. In fa
t, this idea, so attra
tively developed byH.G. Wells in The Time Ma
hine, has led many authors intoa serious mis
on
eption of the theory of Relativity.\Donald H.S.M. CoxeterIn den gesu
hten Poly
hora sto�en man
he Polyeder an Fl�a
hen aneinan-der. Dabei k�onnen sie aber ni
ht auf der glei
hen 3-dimensionalen Hyperebenebleiben, sondern m�ussen si
h in die vierte Dimension falten, damit sie aufeiner (endli
h gro�en) Sph�are im 4-Dimensionalen liegen. Nun wollen wirdiesen Winkel als Faltwinkel zwis
hen zwei Polyedern bezei
hnen. Genauergesagt ist das der Winkel zwis
hen den Verbindungsgeraden vomMittelpunktder Fl�a
he, an der die zwei Zellen im Poly
hor zusammensto�en, zu den Mit-telpunkten der beiden Zellen.Um diesen Winkel zu bestimmen, betra
hten wir eine Kante des Poly
horsund dessen umgebende Zellen zi. Als Bezugspunkte nehmen wir uns denKantenmittelpunkt k und die Fl�a
henmittelpunkte fij zwis
hen den Zellenzi und zj. Die erste Beoba
htung, die wir ma
hen, ist der re
hte Winkelzwis
hen der Kante und den Geraden dur
h die f 's und k. Des Weiterenwissen wir, dass die Lote dur
h die f 's dur
h die Mittelpunkte der Polyedergehen, dass also die Geraden zifij und fijk au
h senkre
ht zueinander sind.Als letztes bemerken wir no
h, dass au
h die Geraden zifij und zio mit o alsPoly
hormittelpunkt senkre
ht aufeinander stehen. Dies wird sofort deutli
h,wenn wir die 3-dimensionale Hyperebene einer Zelle mit der 4-dimensionalenUmsph�are des Poly
hors betra
hten. 35



36 KAPITEL 5. FALTWINKEL UND RADIEN IM POLYCHORAu�erdem haben wir s
hon die Keilwinkel aller beteiligten Zellen be-stimmt; das sind die Winkel zwis
hen fijk und kfjl am Kantenmittelpunktk. Au
h wollen wir die Faltwinkel zwis
hen zifij und fijzj bestimmen. Diesist einfa
h, wenn nur drei Polyeder um die Kante herum liegen. Bei vier oderf�unf Polyedern an der Kante wird die Arbeit wesentli
h umfangrei
her.5.1 Drei Polyeder an der KanteBei drei Zellen an der Kante k�onnen wir uns der bekannten Hilfsmittel ausKapitel 3.1 ab Seite 11 bedienen. z1k f13� �e1
e2 f12��'12�1�3 �2'23f23 ��

z3
z2

'13
Dort haben wir den Seitenkosinussatz benutzt, um die Keilwinkel zwi-s
hen den Fl�a
hen zu bere
hnen, wenn si
h genau drei Fl�a
hen um eine E
keherum be�nden. Hier folgen wir genau der glei
hen Re
hnung. In der 3-dimen-sionalen Hyperebene (dur
h k und senkre
ht zur Kante) betra
hten wir eineE
ke (=k) und drei Fl�a
hen mit den Fl�a
henwinkeln �i { deren Winkelsummemuss kleiner als 2� sein, genauso wie die Winkelsumme der Keilwinkel umeine Kante kleiner 2� sein muss { und su
hen die Winkel 'ij zwis
hen denFl�a
hen. Diese entspre
hen den gesu
hten Faltwinkeln zwis
hen den Polye-dern. Im Anhang C.2 ab Seite 175 wird diese Tatsa
he no
h einmal genauerbetra
htet.Folgli
h sind die Faltwinkel gegeben dur
h:
os�i = 
os�j 
os�k + sin�j sin�k 
os'jk, bzw.'12 = ar

os�
os�3 � 
os�1 
os�2sin�1 sin�2 �,'13 = ar

os�
os�2 � 
os�1 
os�3sin�1 sin�3 �,'23 = ar

os�
os�1 � 
os�2 
os�3sin�2 sin�3 �.



5.1. DREI POLYEDER AN DER KANTE 37Mit diesen Faltwinkeln (und den Radien aus Kapitel 4) k�onnen wir nunau
h die Radien der vers
hiedenen Sph�aren eines m�ogli
hen Poly
hors be-re
hnen. Dabei betra
hten wir, analog zu Seite 30, wieder das allgemeine4-E
k, dass von zi, fij, zj und o gebildet wird.

Ri;fijzi
zj� �

fij Rj;fij

o

'ijRfijRzi
Au
h hier beoba
hten wir, dass die Winkel an den z's senkre
ht sind. DieRadien Ri;fij sind hier die in Kapitel 4 bere
hneten Radien in den Polyedernzi zu den Fl�a
henmittelpunkten der Fl�a
hen fij.Wir bekommen also die Formeln f�ur die Poly
horradien (rpfij sind dieInradien der Fl�a
he fij):Rzi = Rj;fij sin'ij � (Ri;fij �Rj;fij 
os'ij) 
ot'ijzu den Polyedernmittelpunkten zi,Rfij =qR2zi +R2i;fij zu den Fl�a
henmittelpunkten fij,Rk =qR2fij + r2pfij zu den Kantenmittelpunkten k undRe =qR2k + 14 zu den Poly
hore
ken e.



38 KAPITEL 5. FALTWINKEL UND RADIEN IM POLYCHOR5.2 Vier Polyeder an der KanteTreten an der Kante vier Zellen auf, dann k�onnen wir die Bere
hnung derFaltwinkel auf das Problem zur�u
kf�uhren, die Winkel eines (unregelm�a�i-gen) sph�aris
hen 4-E
ks zu bere
hnen, wenn die Kanten bekannt sind. Leidersind die Winkel, anders als beim 3-E
k, dann aber ni
ht eindeutig bestimmt.Zu gegebenen Kantenl�angen k�onnen wir beliebig viele mehr oder wenigerunregelm�a�ige sph�aris
he 4-E
ke angeben. z1f14� �z4 '14e1 f12��'12�1k �2�3�4f34 �� '34 e2'23f23� �z3 z2Wir ben�otigen also mehr Bedingungen, denn es ist lei
ht einzusehen,dass die gesu
hten Faltwinkel eindeutig bestimmt sind (zur Existenz undEindeutigkeit siehe au
h C.3 auf Seite 176). Analog zum vorherigen Fall mitdrei Polyedern pro Kante k�onnen wir hier au
h wieder die 3-dimensionaleHyperebene dur
h k (und senkre
ht zur Kante) betra
hten und die Faltwinkel' als Keilwinkel zwis
hen den vier entstandenen Fl�a
hen (mit Fl�a
henwinkel� =̂ Keilwinkel der Polyeder) identi�zieren. Da alle Polyedere
ken auf einer4-dimensionalen Sph�are um den Poly
hormittelpunkt liegen m�ussen, zeigtsi
h unmittelbar, dass mit dieser Bedingung die Faltwinkel, und damit dieKeilwinkel auf der Hyperebene, eindeutig bestimmt sind.Mit den Keilwinkeln �1 und �2 der Polyeder und gegebenem Faltwinkel'12 lassen si
h im sph�aris
hen 3-E
k f12, f23, f14 (siehe n�a
hste Seite) diedritte Seite x und die beiden Winkel '(1)23 und '(1)14 bestimmen. Dana
h k�onnenwir im 3-E
k f23, f34, f14 mit �3, �4 und x die Winkel '34, '(2)23 und '(2)14erre
hnen, woraus '23 = '(1)23 + '(2)23 und '14 = '(1)14 + '(2)14 folgen.



5.3. F �UNF POLYEDER AN DER KANTE 39
f12'12�1

�2f23'(1)23'(2)23 '23�3f34 '34
�4 f14'(2)14 '(1)14'14x

Wir k�onnen also zu gew�ahltem '12 die anderen Faltwinkel 'ij bestimmen.Und zu jedem der vier Faltwinkel lassen si
h im unregelm�a�igen 4-E
k zi,fij, zj, o (mit dem Faltwinkel 'ij bei fij, siehe au
h Seite 37) ein RadiusRe bestimmen, der zu einer m�ogli
hen Umsph�are mit diesem Faltwinkel unddiesen Zellen geh�ort. Wir erhalten also zu gew�ahltem '12 vier Radien, dienur dann glei
h sind, wenn '12 den gesu
hten Wert hat.Wir k�onnen also aus diesen �Uberlegungen ein Iterationsverfahren herlei-ten: Startwert sei ein beliebiges '12;0, z.B. 0:8�. Zu gegebenem '12;n bestim-men wir xn, '(1)23;n und '(1)14;n, dann '34;n, '(2)23;n und '(2)14;n, daraus '23;n und'14;n. Damit folgen dann R12;n, R23;n, R34;n und R14;n. Ist R12;n kleiner alsR23;n, dann wird '12;n+1 etwas gr�o�er gew�ahlt als '12;n und umgekehrt.Auf diese Art und Weise k�onnen wir die Radien R12;n und R23;n (unddamit au
h R34;n und R14;n) beliebig genau aneinander bringen. Im Anhangsind die Bere
hnungen als Radien-Programm (ab Seite 156) bes
hrieben.5.3 F�unf Polyeder an der KanteBei f�unf Zellen an der Kante erhalten wir ein unregelm�a�iges sph�aris
hes5-E
k mit bekannten Kanten (die Keilwinkel �i) und unbekannten Winkeln(die Faltwinkel 'ij). Au
h hier haben wir das Problem, dass die Winkel ni
hteindeutig bestimmt sind. S
hlimmer no
h: selbst wenn wir einen Faltwinkel'12 (wie im vorigen Unterkapitel) vorgeben, ist das System unterbestimmt;wir m�ussen no
h einen weiteren Winkel, z.B. '45 , vorgeben.Diese Idee w�urde zu einem 2-dimensionalen Iterationsverfahren f�uhren,die Bestimmung einer "Iterationsri
htung\ w�are si
her ni
ht einfa
h. Deshalb



40 KAPITEL 5. FALTWINKEL UND RADIEN IM POLYCHORwollen wir keinen zweiten Faltwinkel vorgeben, sondern diesen in Abh�angig-keit vom ersten Winkel '12 bestimmen. Da wir die ''s derart haben wollen,dass die aus ihnen folgenden Radien der Umsph�aren glei
h sind, bere
hnenwir aus dem ersten Winkel '12 den Radius und bestimmen '45, so dass dessenRadius der glei
he ist.
f12'12�2f23'(1)23'(3)23'23�3f34'(3)34'(2)34 '34�4f45 '45 �5 f15'15'(3)15 '(1)15'(2)15 �1xy

Im unregelm�a�igen sph�aris
hen 5-E
k s
hneiden wir also zwei ni
ht-be-na
hbarte E
ken (hier bei f12 und f45) ab und k�onnen die Restwinkel '23, '34und '15 in Abh�angigkeit von demWinkel '12 der ersten abges
hnittenen E
kebere
hnen. Aus diesen Faltwinkeln folgen dann wieder Radien, die uns sagen,ob '12 zu gro� oder zu klein ist, oder ob bei R12 = R23 = R34 = R45 = R15'12 genau ri
htig gew�ahlt wurde.Das hier bes
hriebene Verfahren eignet si
h f�ur allgemeine Umgebungenvon f�unf Zellen um eine Kante. Es wird si
h aber herausstellen, dass kom-binatoris
h nur sol
he Umgebungen m�ogli
h sind, bei denen mindestens vierZellen glei
h sind. Dies impliziert, dass die Faltwinkel zwis
hen den glei
henZellen au
h glei
h sein m�ussen. Wir betra
hten also unregelm�a�ige sph�aris
he5-E
ke, bei denen vier Seiten und die drei Winkel zwis
hen ihnen glei
h gro�sind. Au�erdem m�ussen die anderen beiden Winkel aus Symmetriegr�undenau
h glei
h gro� sein.
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f12'12 �1
f23'(1)23'(2)23'23�3f34'(1)23'(2)23'23�1f45 '12 �1 f15'12'(3)23 '(1)23'(1)23 �1xx

Zu gegebenen '12 (mit einem bestimmten Radius) k�onnen wir x unddie Winkel '(1)23 (im 3-E
k f15, f12, f23) bere
hnen. Daraus folgen dann �uber'(3)23 = '12 � 2'(1)23 und '(2)23 (im 3-E
k f15, f23, f34) der Faltwinkel '23 undein Radius. Jetzt ver�andern wir '12 solange, bis die Radien beliebig genau�ubereinstimmen (siehe au
h das Radien-Programm ab Seite 156).

Zentralprojektion des 5-Zellers
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Zentralprojektion des 8-Zellers

Zentralprojektion des 16-Zellers



Kapitel 6Die m�ogli
henKantenumgebungen
"Mathe ist wie Liebe: Eine einfa
he Idee, aber sie kann kom-pliziert werden.\ R. DrabekAnhand der in den vorigen Kapiteln bere
hneten Winkel soll nun dieFrage behandelt werden, wel
he m�ogli
hen Kantenumgebungen es allein auskombinatoris
hen und Keilwinkelsummen-�Uberlegungen geben kann. Umdies systematis
h zu tun, wird zun�a
hst eine willk�urli
he Reihenfolge der inFrage kommenden Zellen festgelegt. Es liegt nahe, die Reihenfolge zu nehmen,die s
hon auf Seite 23 bis 25 angegeben wurde: Das Sortieren na
h dem Keil-winkel.Somit su
hen wir alle m�ogli
hen Kombinationen von Keilwinkeln der Art,dass die jeweiligen Fl�a
hen der Keilwinkel aufeinander passen (d.h. vomselben Typ sind) und dass die Winkelsumme der Keilwinkel kleiner als einVollkreis (=2�) bleibt. Dabei sollen nat�urli
h doppelt auftretende Kombina-tionen eliminiert werden.6.1 Die Zusammenfassung des Kombinations-programmsBetra
hten wir den kleinsten m�ogli
hen Keilwinkel (beim 3-Prisma), dann istes o�ensi
htli
h, dass wir um eine Kante h�o
hstens f�unf Zellen legen k�onnen,um die Winkelsumme unter 2� zu halten. Au
h ist klar, dass wir mindestensdrei Zellen ben�otigen, um in die vierte Dimension zu sto�en. Wir k�onnen alsonur drei, vier oder f�unf Zellen um eine Kante haben.43



44 KAPITEL 6. DIE M�OGLICHEN KANTENUMGEBUNGENDiese Tatsa
he nutzen wir nun f�ur unser Kombinationsprogramm (abSeite 167) aus. Zugrunde legen wir eine Liste von k Keilwinkeln, aufsteigendsortiert, und die dazugeh�origen E
kenumgebungen der Zellen. Nun identi�-zieren wir eine Kantenumgebung mit einer f�unfstelligen Zahl im k-System,dessen Stellen mit den jeweiligen Keilwinkeln der Liste korrespondieren. Da-bei k�onnen die beiden h�o
hsten Stellen oder au
h nur die h�o
hste Stelle nullsein, was identis
h ist mit nur drei oder nur vier Zellen um die Kante.Nun wird diese Zahl systematis
h "ho
hgez�ahlt\, angefangen bei der Zahl(0 0 1 1 1)k. Der Anfangswert entspri
ht der Kantenumgebung (3-Prisma,3-Prisma,3-Prisma) jeweils mit 4-E
k auf 4-E
k. Nun wird die erste Stellena
h und na
h um eins erh�oht und die jeweilige Kombination der Zellendaraufhin �uberpr�uft, ob passende Fl�a
hen aufeinander fallen. Ist dies derFall, wird die entspre
hende Kantenumgebung in der Ergebnisliste gespei-
hert. Dieses Ho
hz�ahlen und �Uberpr�ufen wird so lange gema
ht, bis dieergebende Keilwinkelsumme ni
ht mehr kleiner als 2� ist8. Damit haben dannnat�urli
h alle Zahlen mit h�oheren Zi�ern an der ersten Stelle no
h gr�o�ereWinkelsummen.An diesem Punkt setzen wir im Programm die erste Stelle der Zahlwieder auf eins und erh�ohen die zweite Stelle um eins. Ist die dazu geh�orendeWinkelsumme kleiner als 2� + F , dann fangen wir wieder mit dem "Ho
hz�ah-len\ der ersten Stelle an und �uberpr�ufen bei jedem S
hritt wieder Fl�a
hen-�ubereinstimmung und Winkelsumme. Bei �Ubers
hreiten der Winkelsummewird wieder die erste Stelle auf eins gesetzt und die zweite erh�oht. Ist aller-dings na
h der Erh�ohung der zweiten Stelle und des Setzens der ersten aufeins die Winkelsumme s
hon gr�o�er glei
h 2� + F , dann ist sie es au
h f�uralle gr�o�eren Zi�ern an erster oder an zweiter Stelle. Also setzen wir dannglei
h die beiden ersten Zi�ern auf eins, erh�ohen die dritte Zi�er um eins undbeginnen wieder mit dem "Ho
hz�ahlen\ der ersten.Auf diese Art und Weise erh�ohen wir na
h und na
h die erste, die zweite,die dritte und s
hlie�li
h au
h die vierte und f�unfte Zi�er, bis die Keilwin-kelsumme gr�o�er glei
h 2� + F wird und wir die Zahl ni
ht mehr erh�ohenk�onnen.Nun wird im zweiten S
hritt die Ergebnisliste Eintrag f�ur Eintrag dahin-gehend bearbeitet, dass alle m�ogli
hen Kantenumgebungen so eingetragensind, dass die Keilwinkel mit kleineren Nummern vorn und Keilwinkel mitgr�o�eren Nummern weiter hinten stehen. Bei Kantenumgebungen mit dreiZellen ist diese Sortierung eine beliebige Permutation, bei denen mit vier8genauer: kleiner als 2� plus dem maximalen Fehler F der Winkelsummenbere
hnungenaus den gerundeten Daten; siehe Fehlerabs
h�atzung auf Seite 173.



6.2. ERGEBNIS DES PROGRAMMS 45und f�unf Zellen nat�urli
h eine zyklis
he Vertaus
hung (zusammen mit demUmdrehen der Zyklusri
htung). Au�erdem werden alle Kombinationen eli-miniert, die genau 2� (mit exakter Re
hnung) als Winkelsumme haben; diessind fast alles Kombinationen aus Prismen, z.B. vier Hexaeder oder drei 6-Prismen.So modi�ziert k�onnen wir im dritten S
hritt alle doppelten Kantenumge-bungen eliminieren und den Rest in einer Ergebnisliste (Tabelle 1) abspei-
hern. Zuletzt bere
hnen wir f�ur alle Kantenumgebungen die Faltwinkel undRadien und spei
hern alles na
h aufsteigenden Radien der Umsph�aren ineiner Datei ab (Tabelle 2).6.2 Ergebnis des ProgrammsNa
h Dur
hlaufen des Kombinationsprogramms bekommen wir eine Liste(Tabelle 1, im Anhang ab Seite 127) von 1000 m�ogli
hen Kantenumgebungen.Innerhalb der Liste tau
hen weitere Umgebungen auf, deren Radius ni
htbestimmt werden kann. Na
h genauer Beoba
htung kann festgestellt werden,dass bei diesen Zellkombinationen ein Keilwinkel gr�o�er (oder glei
h) derSumme der anderen Keilwinkel ist. Das Analogon im 3-Dimensionalen (dieE
kenumgebung (3,3,7) liefert au
h keine existierende E
ke, da der Fl�a
hen-winkel des 7-E
ks gr�o�er ist als die beiden 3-E
ks
�a
henwinkel zusammen;eine vollst�andige Rotation der 3-E
ke um die gemeinsamen Kanten mit dem7-E
k zeigt s
hnell, dass si
h die m�ogli
hen Positionen der dritten E
ken ni
ht�ubers
hneiden) verdeutli
ht, warum diese Kantenumgebungen ni
ht existie-ren k�onnen.Da f�ur die Bere
hnung der Radien gerundete Fl�a
hen- und Keilwinkel undgerundete Fl�a
henradien innerhalb des Programms benutzt wurden, ergebensi
h sehr unters
hiedli
he Genauigkeiten. Dabei lassen si
h mindestens dieersten 13 Na
hkommastellen als genau ansehen (siehe Seite 173).Au
h der Auss
hluss von Kantenumgebungen, deren Winkelsumme gr�o�erals 2� ist, unterliegt dieser Ungenauigkeit. Allerdings wurde im Programmni
ht s
harf kleiner 2� gefordert, sondern au
h Winkelsummen bei 2� undgeringf�ugig dar�uber zugelassen (+F ). Damit kann si
hergestellt werden, dasskeine m�ogli
hen Kombinationen ausges
hlossen werden. Allerdings erhaltenwir jetzt au
h Kantenumgebungen mit unm�ogli
hem (wie im ersten Absatzdieses Unterkapitels) oder unendli
hem Radius (bei Winkelsumme = 2�).Ans
hlie�end wird diese Tabelle na
h Radien sortiert (Tabelle 2, im An-hang ab Seite 139). Kombinationen mit glei
hem (oder fast glei
hem) Radius



46 KAPITEL 6. DIE M�OGLICHEN KANTENUMGEBUNGENk�onnen nun als Gruppe angesehen werden. Die gesu
hten uniformen Poly-
hora k�onnen damit nur Kantenumgebungen aus ein und derselben Gruppevon Kombinationen haben. Ein "Mis
hen\ der Gruppen kann ausges
hlossenwerden.Somit h�angt die folgende Bestimmung aller m�ogli
hen E
kenumgebungenvon der Wahl der Gruppierung ab, also von der Wahl des Berei
hes vonRadien, die zu einer Gruppe zusammengefasst werden. Die Abs
h�atzung derGenauigkeiten der Radien (siehe ab Seite 173) hilft dabei. In der Tabelle 2ist dieses Gruppieren s
hon ersi
htli
h dur
h die kleinen horizontalen Stri
hebei den Radien.

Zentralprojektion des 24-Zellers
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Zentralprojektion des 120-Zellers
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Zentralprojektion des 600-Zellers



Kapitel 7Elimination unm�ogli
herKantenumgebungen
"Ein elegant gef�uhrter Beweis ist ein Gedi
ht in allem, nur ni
htin der Form, in der er verfasst ist.\ Morris KlineZiel dieses Kapitels ist es, die Kantenumgebungen aus der Tabelle 2 abSeite 139 herauszu�ltern, die zu keinen m�ogli
hen E
kenumgebungen f�uhren.Der Rest wird dann in Kapitel 8 mit den gesu
hten uniformen Poly
horaidenti�ziert.7.1 Vor�uberlegungenNa
h genauer Betra
htung der im letzten Kapitel erhaltenen Tabelle f�alltuns auf, dass es sehr viele Gruppen gibt, die nur aus einer Kantenumgebungbestehen. Diese Umgebungen liefern also einen Radius, den keine andere Kan-tenumgebung hat. Sie kann demna
h nur mit si
h selbst kombiniert zu einemm�ogli
hen Poly
hor f�uhren. Do
h bei genauerer Betra
htung f�allt auf, dass ein"Anbauen\ an diese Kantenumgebung meist ni
ht m�ogli
h ist. S
hauen wiruns zum Beispiel die Kantenumgebung (4; 4; 3)(3; 4; 4)(3; 4; 3; 3) an, die alleineine Gruppe bildet (Tabelle 2, Seite 139), und hier genauer das 4-Antiprisma(3; 4; 3; 3). Die hier angegebene Kantenumgebung l�auft um eine Kante desAntiprismas zwis
hen 3- und 4-E
k. M�o
hten wir jetzt diese Kantenumge-bung weiterbauen zu einer Abwi
klung, so bekommen wir Probleme bei einerAntiprisma-Kante zwis
hen zwei 3-E
ken; die Zelle in der Form (3; 3; 3; 4)kommt in der Kantenumgebung und damit in dieser Gruppe gar ni
ht vor.Wir k�onnen also um diese Kante ni
ht weiterbauen, um ein uniformes Poly-
hor zu erhalten. Dies l�asst si
h zusammenfassen zum49



50 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENLemma 1: Eine Kantenumgebung K kann ni
ht in einem uniformen Po-ly
hor vorkommen, wenn es eine Zelle in K gibt, die gedreht in keiner zurGruppe (d.h. zu Kantenumgebungen (fast) glei
hen Radius) geh�orenden Kan-tenumgebungen vorkommt. Dabei bedeutet "gedreht\ die zyklis
he Vertau-s
hung der Fl�a
hen in der Darstellung der E
kenumgebung.Wir k�onnen also Tabelle 2 dur
hsieben und alle Kantenumgebungen, dievon Lemma 1 ausges
hlossen werden, mit einer 1 markieren.Au�erdem fallen in der Tabelle 2 gewisse Regelm�a�igkeiten auf, die imZusammenhang mit den Prismen und Antiprismen stehen. So treten zumBeispiel die Kantenumgebungen (4; 4; p)(4; q; 4)(4; q; 4) und (4; 4; q)(4; p; 4)(4; p; 4) f�ur p; q � 3 jeweils als Gruppen und ohne weitere Kantenumge-bungen auf. Dur
h r�aumli
hes "Zusammenbauen\ der Zellen zu einer (Teil-)Abwi
klung sehen wir s
hnell, dass diese Gruppe f�ur jedes Paar p; q zueinem Poly
hor f�uhrt: Es bilden p q-Prismen einen Turm, dessen Fu�
�a
hewieder auf die obere Fl�a
he f�allt; dabei laufen um diesen Turm genau q p-Prismen zyklis
h herum. Die p- und q-Prismen laufen also in zwei Ringen,die (4-dimensional) senkre
ht aufeinander stehen, umeinander herum. DieseKonstruktion ist au
h f�ur p; q > 14 m�ogli
h. Diese �Uberlegungen f�uhren unszu einem weiteren Auswahlkriterium, mit dem wir die Anzahl der Gruppen,die wir zum S
hluss genauer betra
hten m�ussen, reduzieren k�onnen.Lemma 2: Die Gruppen, die nur aus den Kantenumgebungen (4; 4; p)(4; q; 4)(4; q; 4) und (4; 4; q)(4; p; 4)(4; p; 4) f�ur p; q � 3 bestehen, f�uhren je-weils zu einem uniformen Poly
hor, das wir p; q-Biprisma
hor nennen wol-len.Im Zusammenhang mit Antiprismen kommen au
h die Kantenumgebun-gen (3; 3; 3)(3; 3; 3; 3)(3; 3; 3; p) und (3; 3; 3)(3; p; 3; 3)(3; p; 3; 3) f�ur p � 4 vor.S
hauen wir auf die erstere der beiden Umgebungen, dann sehen wir, dassdas p-Antiprisma an einem 3-E
k mit einem Oktaeder zusammenf�allt. Da nunaber in einem Antiprisma jedes 3-E
k au
h mit einem p-E
k eine gemeinsameKante hat, muss es au
h eine Kantenumgebung geben, in der (3; p; 3; 3) und(3; 3; 3; 3) aneinander sto�en. Wenn ni
ht, k�onnen diese Kantenumgebungenni
ht in einem uniformen Poly
hor vorkommen. Wenn nun die erste Kanten-umgebung ausges
hlossen ist, so ist au
h die zweite Umgebung ausges
hlos-sen, da na
h Lemma 1 in dieser Gruppe keine Kantenumgebung mit (3,3,3,p)existiert.Lemma 3: Die Kantenumgebungen (3; 3; 3)(3; 3; 3; 3)(3; 3; 3; p) und (3; 3; 3)(3; p; 3; 3)(3; p; 3; 3) k�onnen ni
ht in einem uniformen Poly
hor vorkommen,wenn es in der Gruppe keine Kantenumgebung gibt, in der die Polyeder (mitden jeweiligen Keilwinkeln) (3; p; 3; 3) und (3; 3; 3; 3) aneinander liegen.



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 51Au
h die Kantenumgebungen (3; p; 3; 3)(3; p; 3; 3)(3; 3; 3; p) kommen h�au-�ger vor, n�amli
h f�ur alle p � 3. Seien die zwei p-Antiprismen, die si
h beider Kantenumgebung (3; p; 3; 3)(3; p; 3; 3)(3; 3; 3; p) an dem p-E
k ber�uhren,mit a1 und a2 bezei
hnet. Weiter sei k eine gemeinsame Kante von a1 unda2 (und damit au
h Kante des gemeinsamen p-E
ks). Dann muss laut Kan-tenumgebung an k no
h ein drittes p-Antiprisma a3 so angelegt werden, dasseine Antiprismakante zwis
hen zwei 3-E
ken an k anliegt. Weil in jedem p-Antiprisma jedes 3-E
k an ein p-E
k st�o�t, muss es eine zu k bena
hbarteKante geben, an der die Zellen (bzw. Keilwinkel) (3; 3; 3; p) und (3; 3; 3; p)anliegen. Gibt es diese Kantenumgebung aber ni
ht, kann es au
h kein unifor-mes Poly
hor mit der Kantenumgebung (3; p; 3; 3)(3; p; 3; 3)(3; 3; 3; p) geben.Lemma 4: Die Kantenumgebung (3; p; 3; 3)(3; p; 3; 3)(3; 3; 3; p) kann in ei-nem uniformen Poly
hor ni
ht vorkommen, wenn in dessen Gruppe keineKantenumgebung mit (3; 3; 3; p)(3; 3; 3; p) vorhanden ist.Au
h die Lemmata 2, 3 und 4 markieren wir in der Tabelle 2 mit derentspre
henden Nummer und s
hlie�en sie von den folgenden Betra
htungenaus.7.2 Einzelbetra
htung des RestsBetra
hten wir jetzt die Tabelle 2 und darin nur die Gruppen, die dur
h keinLemma vollst�andig ausges
hlossen wurden, dann sehen wir, dass no
h 72Gruppen �ubrig bleiben. In einigen davon sind zwar s
hon ein paar Kombina-tionen dur
h Lemma 1 oder 3 ausges
hlossen, es bleibt aber no
h mindestenseine Kantenumgebung �ubrig. Bei mehreren �ubrig gebliebenen Umgebungenk�onnen des Weiteren einige au
h dur
h Lemma 2 und 4 markiert sein. Hierm�ussen aber alle m�ogli
hen Kombinationen von Kantenumgebungen no
hber�u
ksi
htigt werden.Die Vorgehensweise in den einzelnen Gruppen wird immer sein, mit derersten Kantenumgebung anzufangen und an anderen Kanten der Zellen wei-tere Kantenumgebungen anzubauen. Dabei wird die r�aumli
he Vorstellungteilweise stark beanspru
ht, wenn es darum geht, si
h f�unf bis zehn vers
hie-dene Zellen in bestimmter Weise "zusammengeklebt\ vorzustellen. Die vonden Keilwinkeln s
hon bekannte S
hreibweise (a,b,
,..) f�ur die Zellen, die dieFl�a
hen um eine E
ke herum bes
hreibt, wird hier als Synonym f�ur die Zelle,aber teilweise au
h immer no
h als eine bestimmte Kante der Zelle { n�amli
hder zwis
hen den ersten beiden Fl�a
hen a und b der S
hreibweise verwendet.Liegen s
hon zwei Zellen an einer Fl�a
he zusammen, so nennen wir eine



52 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENdritte Zelle dazwis
hen liegend, wenn sie mit den ersten beiden Zellen einegemeinsame Kante hat und �uber Fl�a
hen an beiden anliegt.All die folgenden "Baupl�ane\ sind Abwi
klungen oder Teilabwi
klungender 4-dimensionalen Poly
hora, genauso wie ein Kreuz aus se
hs 4-E
ken eineAbwi
klung des Hexaeders ist. Dabei ist es nat�urli
h, dass ni
ht alle Teile inder Abwi
klung zusammenliegen, obwohl sie es im Polyeder/Poly
hor tun.Do
h sukzessives gedankli
hes Verzerren der Abwi
klung von innen herauszeigt s
hnell, wel
he Kanten oder Fl�a
hen im Polyeder/Poly
hor aufeinanderfallen. Ein wenig gedankli
he �Ubung mit Abwi
klungen im Vorwege derfolgenden Betra
htungen kann deshalb ni
ht s
haden (siehe Hilfe zur Vi-sualisierung, Anhang D ab Seite 193).Wir untersu
hen also im Folgenden 72 Radien, f�ur die wir einzelne odermehrere entspre
hende Kantenumgebungen kombinieren oder auss
hlie�enm�ussen. Wie s
hon bei den Vor�uberlegungen zur Elimination und bei derErkl�arung des Kombinationsprogramms angedeutet, su
hen wir eine endli
heMenge von Poly
hora. Aber es ist uns jetzt s
hon bewusst, dass es unendli
hviele uniforme Poly
hora geben muss, da wir z.B. jedes Antiprisma als Basisnehmen, auf allen Fl�a
hen Prismen kleben und ein glei
hes Antiprisma alsDe
kel darauf setzen k�onnen. Diese Poly
hora nennen wir in Anlehnung andie Prismen im 3-Dimensionalen Prisma
hora. Diese m�ussen in den folgendenBetra
htungen { bis p = 14 { au
h auftau
hen, interessieren uns aber nuram Rande und werden deshalb ni
ht so ausf�uhrli
h bes
hieben. Glei
hes giltau
h f�ur die Biprisma
hora; das sind Poly
hora, die aus zwei umeinandergewi
kelte Zyklen von p- und q-Prismen bestehen. Von ihnen gibt es au
hunendli
h viele und sie interessieren uns deshalb ebenfalls nur am Rande.(Im Anhang ab Seite 178 werden diese no
h einmal eingehender betra
htet.)Nur die anderen gefundenen Poly
hora werden mit Nummern versehen undim Ans
hluss zusammengefasst.Au�erdem wird die Existenz der se
hs regelm�a�igen Poly
hora und dieKenntnis �uber deren Aussehen vorausgesetzt. Der 5-Zeller besteht aus (3,3,3),wobei drei Zellen um eine Kante angeordnet sind, der 8-Zeller aus (4,4,4) mitdrei Zellen pro Kante, der 16-Zeller aus (3,3,3) mit vier Zellen pro Kante, der24-Zeller aus (3,3,3,3) mit drei Zellen pro Kante, der 120-Zeller aus (5,5,5)mit ebenfalls drei Zellen pro Kante und der 600-Zeller aus (3,3,3) mit f�unfZellen pro Kante (siehe au
h Seite 97).7.2.1 Radius � 0:63246Diese Gruppe besteht nur aus der Kantenumgebung mit drei Tetraedern;das Poly
hor besteht also nur aus Tetraedern, und um jede Kante liegen drei



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 53Zellen. Der Weiterbau ist m�ogli
h und wir sehen, dass um jede E
ke vierZellen liegen. Wir erhalten ein regelm�a�iges Poly
hor, den 5-Zeller [# 1℄.7.2.2 Radius � 0:70711Die erste Kantenumgebung dieser Gruppe ist (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3; 3). Dawir vom Poly
hor E
kentransitivit�at erwarten, m�usste, wenn diese Kanten-umgebung vorkommt, an jeder E
ke mindestens ein Oktaeder vorkommen,weil bei einem Tetraeder alle E
ken bena
hbart sind. Dann m�usste entwederan einem Tetraeder t1, der am Oktaeder o1 liegt, ein zweiter Oktaeder o2
�a
hig liegen und damit o1 mindestens an einer Kante ber�uhren, o2 nur aneiner Kante t1 ber�uhrt (dann ber�uhren si
h o1 und o2 mindestens au
h aneiner E
ke), oder o2 ber�uhrt t1 nur an einer E
ke, muss also o1 ni
ht notwendigber�uhren. Die erste M�ogli
hkeit ist ausges
hlossen, da in der Gruppe keineKantenumgebung existiert, in der zwei Oktaeder vorkommen. Au
h die zweiteM�ogli
hkeit ist ausges
hlossen, denn wenn o2 mit t1 nur eine Kante gemein-sam haben soll, so muss zwis
hen ihren Fl�a
hen jeweils mindestens eine Zelleliegen, es also eine Kantenumgebung in der Gruppe geben, die Oktaederbesitzt und aus vier oder f�unf Zelle besteht (was ni
ht der Fall ist).Betra
hten wir den dritten Fall, dass si
h t1 und o2 nur an einer E
keber�uhren. Dann m�ussten wir, ausgehend von t1 mindestens eine "Zells
hi
ht\weiterbauen, bevor wir den Oktaeder ansetzen. Leider sind dur
h die Kanten-umgebung (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3; 3) s
hon alle Fl�a
henna
hbars
haften vont1 gekl�art, n�amli
h weitere Tetraeder, die alle 
�a
hig an o1 liegen. DieseFl�a
henna
hbars
haften gelten dann nat�urli
h f�ur alle Tetraeder an o1, wirk�onnen also nirgendwo eine freie Fl�a
he �nden, an der wir weiterbauen k�on-nen. Die einzige weitere Kantenumgebung, die wir hier beoba
hten, ist (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3); sie liegt an der Kante, die o1 nur an einer E
ke ber�uhrtund vier Tetraeder an o1 verbindet, die auf vier si
h ber�uhrenden 3-E
kenvon o1 liegen. Da dies f�ur jede E
ke von o1 gilt, ber�uhren si
h also an den vono1 abgewandten Tetraedere
ken genau a
ht Tetraeder. Die E
kentransitivit�atist ni
ht erf�ullt und somit kann (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3; 3) als Kantenumgebungeines uniformen Poly
hors ni
ht vorkommen.Die zweite und letzte Kantenumgebung dieser Gruppe ist (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3). Das Poly
hor besteht also nur aus Tetraedern, wobei umjede Kante vier Zellen liegen. Au
h diese Kantenumgebung f�uhrt zu einemregelm�a�igen Poly
hor, zum 16-Zeller [# 2℄.



54 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN7.2.3 Radius � 0:77460Diese Gruppe besteht aus der Kantenumgebung (3; 3; 3)(3; 3; 3; 3)(3; 3; 3; 3).Es werden also hier Tetraeder an ihren Fl�a
hen nur von Oktaedern ber�uhrt.Andererseits liegen an jeder Oktaederkante je ein weiterer Oktaeder undein Tetraeder. Angefangen an einem Oktaeder o1 kleben wir also an jedezweite Fl�a
he einen Tetraeder t1 bis t4 (d.h. jeweils nur an Fl�a
hen, die si
hnur an einer E
ke ber�uhren) und an die anderen Oktaeder o2 bis o5. Na
hgenauer Betra
htung dieser Teilabwi
klung stellen wir fest, dass nur no
hdie Fl�a
hen von o2 bis o5 frei sind, die gegen�uber von o1 liegen. Na
h dembisher verwendeten Muster "Abwe
hselnd-Tetraeder-Oktaeder\ f�ur die Ok-taeder muss an diesen Fl�a
hen ein Tetraeder t5 liegen. Dieser ber�uhrt mitseinen vier Fl�a
hen genau die vier Oktaeder o2 bis o5 und s
hlie�t damitdie Abwi
klung. Wir erhalten ein uniformes Poly
hor, dass aus f�unf Oktae-dern und f�unf Tetraedern besteht und nur eine Kantenumgebung hat [# 3℄.S
hon anhand der Anzahl der Zellen liegt eine Verwandts
haft mit dem 5-Zeller nahe. Wie wir sp�ater sehen werden, handelt es si
h hier um einenabgestumpften 5-Zeller.7.2.4 Radius � 0:79057Fangen wir bei dieser Gruppe mit dem Tetraeder t1 der Kantenumgebung(3,3,3)(3,4,4)(3,4,4) an. An jeder Fl�a
he von t1 liegt ein 3-Prisma p1 bis p4.Diese ber�uhren si
h jeweils an ihren 4-E
ken und ergeben die zweite Kanten-umgebung von je drei Prismen an einer gemeinsamen Kante: (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3). Bei der Teilabwi
klung bleiben also nur no
h die vier "oberen\ 3-E
ke(gegen�uber t1) frei; hier passt nur no
h ein weiterer Tetraeder t2, wel
her dieAbwi
klung s
hlie�t. Dieses uniforme Poly
hor besteht also aus zwei Tetrae-dern und vier 3-Prismen. Analog zu den Prismen mit Grund
�a
he p-E
k im3-Dimensionalen kann dieses Poly
hor als Prisma
hor mit Grundzelle Tetra-eder oder als tetraedris
hes Prisma
hor bezei
hnet werden [# 4℄.7.2.5 Radius � 0:86603Die Kantenumgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,4) kann ni
ht vorkommen, da an derKante mit (3,4,4)(4,4,4) ni
ht weiter gebaut wwerden kann. Der Rest dieserGruppe f�uhrt, analog zu den �Uberlegungen des vorherigen Absatzes (Radius� 0:79057), zu einem oktaedris
hen Prisma
hor, der aus zwei Oktaedern unda
ht 3-Prismen besteht [# 5℄.



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 557.2.6 Radius � 0:87947In dieser Gruppe haben wir die vier Kantenumgebungen (I)= (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3; 4), (II)= (3; 3; 3)(3; 4; 3; 3)(3; 4; 3; 3), (III)= (3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3)(3; 3; 3; 3) und (IV)= (3; 3; 3)(3; 3; 3; 3)(3; 3; 3; 4). Fangen wir mit der gr�o�tenZelle von (I) an: einem (3,3,3,4). Na
h (II) k�onnen an den 4-E
ken nurweitere (3,3,3,4) liegen und zwis
hen ihnen dann nur je ein (3,3,3). Da wirmit einer (I) angefangen sind, gibt es jetzt zwei (3,3,3), die zwis
hen den(3,3,3,4) liegen und �uber ein weiteres (3,3,3) verbunden sind. Da aber im(3,3,3) alle zwei Fl�a
hen eine gemeinsame Kante haben, ber�uhren si
h au
hdie beiden (3,3,3) zwis
hen den (3,3,3,4) an einer Kante, was aber ni
htm�ogli
h ist, da zwei 3-E
ke im (3,3,3,4), die am glei
hen 4-E
k liegen, keinegemeinsame Kante haben. (I) kann also ni
ht benutzt werden. Betra
htenalso zwei (3,3,3,4), die an einem 4-E
k zusammengeklebt sind. Zwis
hen ihnenk�onnen na
h (II) nur (3,3,3) sein. Dann passen in die entstandenen L�u
ken {eine E
ke mit vier 3-E
ken { aber (3,3,3,3), was na
h (IV) au
h erlaubt ist.Jetzt haben wir aber Kanten mit (3,3,3,3)(3,4,3,3), wel
he in dieser Gruppeni
ht vorkommen. Wir k�onnen also die Zelle (3,3,3,4) ni
ht benutzen. Damitbleibt als einzige m�ogli
he Kantenumgebung nur no
h (III): Fangen wir miteinem (3,3,3,3) innen an und kleben an alle Fl�a
hen (3,3,3). Na
h (III) mussjetzt zwis
hen diesen (3,3,3) an den Kanten des inneren (3,3,3,3) jeweilsno
h ein weiteres (3,3,3) gelegt werden. Damit bekommen wir f�ur jede E
kedes (3,3,3,3) eine L�u
ke, an deren innerer E
ke je vier 3-E
ke h�angen; dortpasst jeweils { wieder na
h (III) { ein neues (3,3,3,3). Diese se
hs (3,3,3,3)ber�uhren si
h dann aber au
h s
hon �uber Kanten, was in dieser Gruppe ni
hterlaubt ist. Somit ist (III) ebenfalls ni
ht m�ogli
h.7.2.7 Radius � 0:96269Analog zum Absatz mit dem Radius�0.79057 erhalten wir aus dieser Gruppeein Prisma
hor, das als Grundzelle ein 4-Antiprisma hat, also 4-antiprisma-tis
hes Prisma
hor genannt werden kann.7.2.8 Radius � 1:00000F�ur diesen Radius �nden wir zehn Kantenumgebungen: (I) = (3,3,3)(3,5,3,3)(3,5,3,3), (II)= (3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3,3,3), (III)= (4,4,4)(4,4,4)(4,4,4), (IV)= (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,3), (V) = (4,4,3) (3,4,4) (3,3,3) (3,4,4), (VI) =(3,3,3)(3,3,3)(3,4,4)(3,4,4), (VII) = (4,4,3)(3,4,4)(3,4,3,4), (VIII) = (3,3,3)(3,4,4)(3,4,3,4), (IX) = (3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3,5) und (X) = (4,4,3)(4,4,3)(3,4,4)(3,4,4).



56 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENFangen wir mit (I) an. Dann bekommen wir eine Kante mit (3,3,3)(3,3,3,5). Dort passt mit (IX) nur ein (3,3,3,3). Dann haben wir aber eineKante mit (3,5,3,3)(3,3,3,3), wel
he in dieser Gruppe ni
ht existiert. Dashei�t also, dass weder (I) no
h (IX) m�ogli
h sind und somit im Folgenden(3,3,3,5) ni
ht ber�u
ksi
htigt werden m�ussen.Also fangen wir mit (II) an und setzen den (3,3,3,3,3) na
h innen. Be-tra
hten wir eine E
ke, die an (II) liegt und mit ihr die f�unf 3-E
ke: Aneinem 3-E
k liegt s
hon ein (3,3,3) und daneben ein (3,3,3,3). Mit (II)kann neben dem (3,3,3,3) nur ein weiterer (3,3,3) folgen. Analog kann nebendem ersten (3,3,3) au
h nur ein (3,3,3,3) sein. Jetzt liegt aber zwis
hendem letzten (3,3,3) und dem letzten (3,3,3,3) nur no
h ein 3-E
k, das ausanalogen Gr�unden mit einem (3,3,3,3) und glei
hzeitig mit einem (3,3,3)beklebt werden muss. Dies ist unm�ogli
h. Damit ist au
h die Benutzung von(II) und mithin die Benutzung von (3,3,3,3,3) in dieser Gruppe ni
ht m�ogli
h.Fangen wir somit mit (III) an. Hier kleben wir drei (4,4,4) um eineKante. Da nun (III) die einzige Kante mit (4,4,4) ist, kommen wir sofortzum regelm�a�igen 8-Zeller [# 6℄.Da wir s
hon (II) und (IX) ausges
hlossen haben, besitzt (IV) eine zumRest der Gruppe disjunkte Zellenmenge, kann si
h also mit keiner anderenKantenumgebung kombinieren. Und da (IV) au
h nur (3,3,3,3) benutzt,bekommen wir den bekannten regelm�a�igen 24-Zeller [# 7℄.Fangen wir jetzt mit (V) an und setzen den (3,3,3) ins Innere. An eine derfreien 3-E
ke des (3,3,3) kann nun entweder na
h (V) wieder ein (3,4,4), na
h(VI) ein weiterer (3,3,3) oder na
h (VIII) ein (3,4,3,4) angeklebt werden. Imersten Fall sind damit au
h die (3,4,4) zwis
hen den an (3,3,3) angrenzenden(3,4,4) gegeben, und damit die am inneren (3,3,3) angrenzende L�u
ke inForm eines zweiten (3,3,3). Jede benutzte Kantenumgebung entspri
ht (V)und an der ersten vollst�andig ums
hlossenen E
ke sto�en zwei (3,3,3) {mit den Spitzen { und se
hs (3,4,4) aneinander. Es ist lei
ht einzusehen,dass diese E
kenumgebung si
h auf die anderen fortp
anzt, bis das Poly
horges
hlossen ist [# 8℄. Im zweiten Fall { am inneren (3,3,3) wird no
h ein(3,3,3) angeklebt { sind die am zweiten (3,3,3) angrenzenden (3,4,4) au
hgegeben, allerdings in anderer Orientierung als im ersten Fall. Mit (X) istdann au
h die L�u
ke mit einem weiteren (3,4,4) ges
hlossen und an derersten ums
hlossenen E
ke liegen se
hs (3,4,4) und zwei (3,3,3), die jetztan einem 3-E
k zusammenkleben. Betra
hten wir nun auf der anderen Seitedie zwei no
h freien 3-E
ke der beiden (3,3,3) und die Kante dazwis
hen: Ander Spitze des einen 3-E
ks gegen�uber der Zwis
henkante muss ein weiterer(3,3,3) anliegen, der wegen der E
kentransitivit�at an diesem 3-E
k kleben



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 57muss. Damit liegen aber an den E
ken der Zwis
henkante s
hon drei (3,3,3),womit die E
kentransitivit�at gebro
hen und der zweite Fall ni
ht m�ogli
h ist.Im letzten Fall kleben wir an ein 3-E
k des inneren (3,3,3) einen (3,4,3,4).Damit benutzen wir au
h (VII) und ums
hlie�en die erste E
ke mit drei(3,4,4), einem (3,3,3) und einem (3,4,3,4) vollst�andig. Dur
h Ausnutzung derE
kentransitivit�at m�ussen wir nun an den anderen zwei E
ken des 3-E
kszwis
hen (3,3,3) und (3,4,3,4) die glei
hen E
kenumgebungen konstruieren.Das f�uhrt aber dazu, dass an der letzten freien Spitze des inneren (3,3,3)nun s
hon se
hs (3,4,4) angrenzen und obendrein die verbleibende L�u
ke nurvon einem letzten (3,3,3) und ni
ht von einem (3,4,3,4) gef�ullt werden kann.Damit ist au
h im dritten Fall die E
kentransitivit�at gebro
hen.Fangen wir mit (VI) an. Dann k�onnen wir an den Kanten zwis
hen (3,3,3)und (3,4,4) am (3,3,3) entweder mit (VI) einen weiteren (3,3,3) oder mit(VIII) einen (3,4,3,4) ankleben. Letzterer geht aber an der Kante zwis
henden beiden (3,3,3) ni
ht. Und ersterer f�uhrt zwis
hen den (3,4,4) zu einerKante mit (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3), wel
he ebenfalls ni
ht existiert.Wenn wir mit (VII) anfangen, dann haben wir zwis
hen (3,4,4) und(3,4,3,4), die mit einem 4-E
k zusammenkleben, nur die M�ogli
hkeit, (VIII)anzubauen, was aber wieder zu dem Widerspru
h aus dem dritten Fall desAbsatzes mit (V) als Anfang f�uhrt. Damit ist au
h klar, dass (VII) ni
ht zueinem gesu
hten Poly
hor konstruiert werden kann.Als letztes fangen wir mit (X) an. Da wir mit den anderen Kantenum-gebungen dieser Gruppe alle Kombinationen s
hon bearbeitet haben, kann(X) also nur allein vorkommen. Nennen wir die Orientierung der beiden(3,4,4), die si
h mit einem 3-E
k ber�uhren, liegend, die der anderen beidenstehend. Dann m�ussen wir an einer Kante zwis
hen einem liegenden undeinem stehenden (3,4,4), die die erste (X) ni
ht ber�uhrt, mit (X) einenweiteren stehenden { am stehenden { und einen weiteren liegenden { amliegenden { (3,4,4) ankleben. Damit erhalten wir aber zwis
hen den dreistehenden (3,4,4) eine Kante mit der Umgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3), wel
hein dieser Gruppe ni
ht existiert, und somit kann (X) allein ni
ht vorkommen.7.2.9 Radius � 1:03187Die Gruppe mit diesem Radius besteht aus den Kantenumgebungen (I)=(3; 3; 3)(3; 4; 3; 3)(3; 4; 3; 4), (II) = (3; 3; 3)(3; 3; 3; 4)(3; 3; 3; 4) und (III) =(4; 4; 4)(3; 4; 3; 3)(3; 4; 3; 3). Innen fangen wir mit der gr�o�ten Zelle, einem(3,4,3,4) an. Dann kleben wir an allen 3-E
ken (3,3,3) und an allen 4-E
ken(3,4,3,3) an. Damit benutzen wir (I) und (II). Jetzt erhalten wir eine L�u
ke,die aus se
hs 4-E
ken der (3,3,3,4) besteht, wobei von der 3er-Symmetrie der



58 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN(3,3,3) immer drei 4-E
ke an einer E
ke zusammenfallen. In diese L�u
ke passtnur ein (4,4,4), was (III) au
h erlaubt. Damit s
hlie�t si
h das Poly
hor.Allerdings liegen an den E
ken des inneren (3,4,3,4) keine (4,4,4) und am�au�eren (4,4,4) keine (3,4,3,4), womit die E
kentransitivit�at ni
ht erf�ullt undsomit dieses Poly
hor keines der gesu
hten ist.7.2.10 Radius � 1:07448Zu dieser Gruppe geh�oren die sieben Kantenumgebungen (I) = (3,4,4)(4,5,4)(3,5,3,3), (II)= (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,3,3), (III)= (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,5), (IV)= (4,4,3)(4,4,3)(4,4,5), (V) = (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,5), (VI) = (4,4,3)(4,4,5)(4,4,5) und (VII) = (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3). Nehmen wirzuerst (I) und setzen (3,3,3,5) na
h innen. Dann m�ussen an den beiden5-E
ken (4,4,5) und an allen 3-E
ken (3,4,4) liegen. Diese bilden dann au
h(III) und (V). Wegen E
kentransitivit�at muss jetzt an den �au�eren E
kenwieder ein (3,3,3,5) sein, wel
her das Poly
hor abs
hlie�t und zu einem 5-antiprismatis
hen Prisma
hor f�uhrt. Fangen wir mit (II) an und kleben anallen 3-E
ken des inneren (3,3,3,3,3) je ein (3,4,4), dann erhalten wir au
h(VII). Au
h wegen E
kentransitivit�at kann jetzt au�en nur no
h ein zweiter(3,3,3,3,3) das Poly
hor s
hlie�en, was zu einem ikosaedris
hen Prisma
horf�uhrt [# 9℄. Beginnen wir mit (III), dann k�onnen wir an der entstehendenKante zwis
hen den beiden (4,4,3) nur no
h (IV), (V) und (VII) anbauen.Allerdings ben�otigen wir mit (IV) oder (V) in den Kantenumgebungen (IV)bis (VII) eine Kante mit (4,5,4)(3,5,3,3), wel
he ni
ht existiert. Benutzenwir hier (VII), befestigen also an einem 3-E
k des (3,3,3,5), dass die erstenbeiden 3-E
ke mindestens an einer E
ke ber�uhrt, einen weiteren (3,4,4), dannk�onnen wir in die entstehende L�u
ke zwis
hen dem (3,5,3,3) und den zwei(3,4,4), die das (3,3,3,5) no
h ni
ht �uber eine Fl�a
he ber�uhren, keine derm�ogli
hen Zellen einf�ugen, k�onnen also ni
ht weiterbauen. Betra
hten wir nun(IV): Die drei Zellen bilden eine L�u
ke der Form (3,3,5), die wir mit keineruniformen Zelle s
hlie�en k�onnen, ohne die Konvexit�at des Poly
hors zuverletzen. Glei
hes gilt au
h f�ur (VI), wel
he einerseits eine L�u
ke der Form(3,5,5) erzeugt, die wir au
h ni
ht s
hlie�en k�onnen, andererseits au
h eineunm�ogli
he Kante mit (4,5,4)(4,5,4) { verbunden dur
h ein 4-E
k { erzeugt.Und mit (VII) allein l�asst si
h au
h keine E
kenumgebung konstruieren, dawir an den 3-E
ken ni
ht weiterbauen k�onnen.7.2.11 Radius � 1:11803Diese Gruppe besteht aus den Kantenumgebungen (I) = (3,4,4) (4,4,4)(3,4,3,4), (II) = (4,4,3) (4,4,3) (4,4,4) (4,4,4) und (III) = (4,4,3) (4,4,4)



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 59(4,4,3) (4,4,4). Wenn wir mit einem (3,4,3,4) innen anfangen und an allenseinen 3-E
ken und 4-E
ken na
h (I) ein (3,4,4) bzw. ein (4,4,4) anlegen,dann erhalten wir die Kantenumgebung (III). Um die E
kentransitivit�at zuerf�ullen, muss jetzt au�en no
h ein (3,4,3,4) angef�ugt werden. Damit ist dasPoly
hor ges
hlossen [# 10℄. Fangen wir mit (II) an und versu
hen, wei-terzukonstruieren, dann erhalten wir { sozusagen senkre
ht auf der Kantevon (II) { zwei Kanten, an denen s
hon zwei (4,4,4) bena
hbart sind. Na
h(II) m�ussen dort zwei weitere (3,4,4) so angelegt werde, dass deren 4-E
keaufeinander zeigen. Dann haben wir jetzt aber zwei Kanten mit (3,4,4)(4,4,4)(3,4,4); diese Teilsequenz kommt in keiner Kantenumgebung der Gruppe vor.Eine Konstruktion mit der Umgebung (II) ist also ni
ht m�ogli
h.7.2.12 Radius � 1:18322Hier gruppieren si
h die Kantenumgebungen (I)=(3,4,4) (3,3,3,3) (3,4,3,4)und (II)=(4,4,3) (3,4,3,4) (3,4,3,4). Fangen wir innen mit einem (3,4,3,4) anund kleben an einer Kante die Umgebung (I) an, dann bekommen wir zweiweitere Kanten, an denen nur (I) mit einem (3,4,4) passt. Jetzt ber�uhrenjede der drei E
ken zwis
hen dem ersten (3,4,3,4) und dem (3,3,3,3) genauzwei 3-E
ke und zwei 4-E
ke in alternierender Reihenfolge. Hier passen also(3,4,3,4) hinein, was mit (II) au
h erlaubt ist. Nun k�onnen wir zwis
hen denneuen (3,4,3,4) am ersten (3,3,3,3) wieder ein (3,4,4) kleben. Andererseitsk�onnen an den ersten (3,4,4) an der anderen Seite weitere (3,3,3,3) angef�ugtwerden usw. Diese Konstruktion kann widerspru
hsfrei weiter gef�uhrt werden[# 11℄.7.2.13 Radius � 1:19709Diese Gruppe f�uhrt eindeutig zu einem 6-antiprismatis
hen Prisma
hor. Fan-gen wir mit einem (3,3,3,6) innen an, dann k�onnen wir mit den Kantenumge-bungen (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,6) und (3,4,4)(4,6,4)(3,6,3,3) nur (3,4,4) an allen3-E
ken und (4,4,6) an allen 6-E
ken anlegen. Damit erhalten wir zwis
henden Prismen au
h die dritte Kantenumgebung der Gruppe: (4,4,3) (4,4,3)(4,4,3) (4,4,6). Au�en herum passt jetzt no
h der zweite (3,3,3,6) und s
hlie�tdas Poly
hor.7.2.14 Radius � 1:22474Diese Gruppe besteht aus drei Kantenumgebungen, wobei die zweite zu denbeiden anderen disjunkt ist. Na
h Lemma 2 sind die erste und dritte Kan-tenumgebung ein 4,6-Biprisma
hor. Die zweite Kantenumgebung ist (3,3,3)



60 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN(3,4,3,4) (3,4,3,4). Angefangen mit einem (3,4,3,4) kleben wir an jedes 3-E
kein (3,3,3) und an jedes 4-E
k ein (3,4,3,4). Dann fallen die meisten 4-E
keder se
hs neuen (3,4,3,4) { genauer: die 4-E
ke, die bena
hbart sind zudem 4-E
k, das zum ersten (3,4,3,4) f�uhrt { zusammen. In die a
ht neuenL�o
her, die jeweils aus drei 3-E
ken bestehen, passen wieder (3,3,3) und ganzau�en k�onnen wir wieder ein (3,4,3,4) anlegen. Die Konstruktion s
hlie�t si
hwiderspru
hsfrei [# 12℄.7.2.15 Radius � 1:26491F�ur diesen Radius gibt es die Kantenumgebungen (3,3,3)(3,6,6)(3,6,6) und(6,6,3)(6,6,3)(6,6,3). Wenn wir mit einem (3,6,6) anfangen, k�onnen wir anallen 3-E
ken ein (3,3,3) und allen 6-E
ken ein (3,6,6) { mit deren 3-E
kenzu den (3,3,3) { kleben. Dann ber�uhren si
h die neuen (3,6,6) an ihren freien6-E
ken und bilden eine letzte L�u
ke, die ein weiterer (3,3,3) f�ullt und so dasPoly
hor s
hlie�t [# 13℄.7.2.16 Radius � 1:27475Zu diesem Radius geh�oren die drei Kantenumgebungen (6,6,3)(4,6,4)(4,6,4),(3,4,4)(4,6,4)(3,6,6) und (4,4,3)(4,4,6)(4,4,6). Dass diese Gruppe eindeutig zueinem uniformen Poly
hor geh�ort, ist einfa
h einzusehen [# 14℄: Beginnendmit einem (3,6,6) k�onnen wir an dessen 6-E
ken nur (4,4,6) und an dessen3-E
ken nur (3,4,4) kleben. Au�en herum passt dann { quasi als De
kel { einweiterer (3,6,6). E
kentransitivit�at ist ebenfalls gegeben.7.2.17 Radius � 1:32749Au
h dass diese Gruppe eindeutig zu einem uniformen Prisma
hor f�uhrt, istlei
ht zu sehen: Angefangen mit einem (3,3,3,7) kleben wir an jedes 3-E
k ein(3,4,4) und an jedes 7-E
k ein (4,4,7). Wir erhalten die Kantenumgebungender Gruppe: (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,7), (3,4,4)(4,7,4)(3,7,3,3) und (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,7). Au�en herum passt dann wieder ein (3,3,3,7).7.2.18 Radius � 1:41421Diese Gruppe besteht aus zwei disjunkten Kantenumgebungen: (6,6,3)(3,6,6)(3,6,6) und (4,6,4)(4,6,4)(4,4,6). Letztere f�uhrt zu einem 6,6-Biprisma
horna
h Lemma 2. Da beide Kantenumgebungen disjunkt sind, d.h. keine Zellengemeinsam haben, k�onnen sie au
h ni
ht kombiniert werden. Also brau
henwir nur no
h die erste Kantenumgebung allein zu betra
hten: Fangen wir



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 61mit einem (3,6,6) innen an. An den Kanten zwis
hen seinen 6-E
ken liegendann no
h zwei (3,6,6), die si
h am 3-E
k ber�uhren und selber mit deminneren (3,6,6) �uber die 6-E
ke verbunden sind. An den 3-E
ken der innerenZelle liegen dann au
h (3,6,6), die si
h mit den zuerst angef�ugten (3,6,6)jeweils wieder �uber 6-E
ke ber�uhren. Zuletzt k�onnen wir jetzt au�en wiederein (3,6,6) anf�ugen und s
hlie�en damit das Poly
hor [# 15℄.7.2.19 Radius � 1:43372Diese Gruppe besteht aus den Kantenumgebungen (I) = (4,4,3) (4,4,3)(4,4,3) (4,4,3) (4,4,4), (II) = (3,4,4) (4,4,4) (3,4,3,3,3) und (III) = (3,4,4)(3,4,4) (3,3,3,3,4). Angefangen mit einem (3,3,3,3,4) k�onnen wir an jedem3-E
k ein (3,4,4) und an jedem 4-E
k ein (4,4,4) ankleben. Damit erhalten wirdie Kantenumgebungen (I), (II) und (III). Und an den neuen Kanten passtgenau wieder ein (3,3,3,3,4). Die Konstruktion ist widerspru
hsfrei [# 16℄.7.2.20 Radius � 1:44701Zu diesem Radius geh�oren die Kantenumgebungen (I) = (3,4,3,3) (3,3,3,3)(3,4,3,4) und (II) = (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,4). Beginnen wir mit einem(3,4,3,4), so folgt aus den Kantenumgebungen der Gruppe, dass an allen4-E
ken ein (3,4,3,3) und an allen 3-E
ken ein (3,3,3,3) sitzt. Damit ber�uhrensi
h jeweils zwei (3,4,3,3) an den E
ken, wobei zwis
hen ihren 4-E
ken das(3,4,3,4) und zwis
hen den 3-E
ken neben den 4-E
ken je ein (3,3,3,3) liegt.An den entstandenen Kanten zwis
hen (3,3,3,4) und (3,3,3,3) passt na
h (II)nur no
h je ein weiteres (3,3,3,3), das das erste (3,4,3,4) nur �uber eine E
keber�uhrt. Damit liegen jetzt au�en Kanten mit (3,3,3,3) und (3,3,3,3); dortpasst na
h (II) nur je ein (3,3,3,4). Da aber das (3,3,3,3) �uber 3er-Symme-trie verf�ugt, das (3,3,3,4) hingegen ni
ht, gibt es eine Kante mit den Zellen(3,3,3,3), (3,3,3,3) und (3,4,3,3), die ni
ht in der Gruppe ist.7.2.21 Radius � 1:46360Aus dieser Gruppe l�asst si
h eindeutig ein Prisma
hor konstruieren: Angefan-gen mit einem (3,3,3,8) kleben wir an alle 3-E
ke ein (3,4,4) und an die beiden8-E
ke je ein (4,4,8). Dann k�onnen wir au�en no
h ein (3,3,3,8) anf�ugen unds
hlie�en das Poly
hor. Damit best�atigen wir die Kantenumgebungen dieserGruppe: (3,3,3,8) (3,4,4) (3,4,4), (3,8,3,3) (4,8,4) (3,4,4) und (4,4,3) (4,4,3)(4,4,3) (4,4,8).



62 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN7.2.22 Radius � 1:47492Diese Gruppe besteht nur aus der Kantenumgebung (4,4,3) (4,4,3) (3,4,4)(3,4,3,4). Fangen wir innen mit einem (3,4,3,4) an und konstruieren an einerKante die vorgegebene Kantenumgebung: An einem 3-E
k des (3,4,3,4) kle-ben wir ein erstes (3,4,4) und an einem zum 3-E
k bena
hbarten 4-E
k einweiteres (3,4,4) an, so dass dessen zweites 4-E
k zum ersten (3,4,4) zeigt.Diese beiden (3,4,4) zeigen nun mit ihren 4-E
ken aufeinander; in diese L�u
keruts
ht ein drittes (3,4,4) und ber�uhrt mit einer Kante (die zwis
hen zwei4-E
ken) den (3,4,3,4). Betra
hten wir bei dieser Kantenumgebung einmaldie Sequenz der Fl�a
hen: Na
h dem 3-E
k des (3,4,3,4) folgen 4-E
k, 4-E
k,4-E
k, wobei das letzte wieder au
h zum (3,4,3,4) geh�ort. Jetzt betra
htenwir eine Kante zwis
hen dem (3,4,3,4) und dem zweiten (3,4,4); letzteres zeigtja sein 4-E
k zum ersten (3,4,4). Damit zeigen seine 3-E
ke zu zwei (anderen)3-E
ken des (3,4,3,4). Wir br�au
hten also eine Sequenz von Fl�a
hen, die zwei3-E
ke beinhaltet. Diese gibt es aber in der Kantenumgebung und damit indieser Gruppe ni
ht.7.2.23 Radius � 1:48563In dieser Gruppe haben wir neun vers
hiedene Kantenumgebungen: (I) =(4,4,3) (4,4,4) (4,4,4) (4,4,4), (II) = (3,3,3) (3,4,4) (4,4,4) (3,4,4), (III) =(4,4,3) (4,4,4) (4,4,3,4), (IV) = (4,4,3) (4,4,4) (4,4,8), (V) = (3,3,3) (3,4,4)(3,4,4,4), (VI) = (3,4,4) (4,4,4) (3,4,4,4), (VII) = (4,4,4) (4,4,4) (4,4,3,4),(VIII) = (4,4,4) (4,4,4) (4,4,8) und (IX) = (4,4,4) (4,8,4) (4,8,4).Fangen wir mit (I) an und bezei
hnen zuerst die beiden (4,4,4) am (3,4,4)als Fl�a
henzellen, das dritte (4,4,4) als inneren (4,4,4) und das (3,4,4) alsKantenzelle. Dann k�onnen wir an den vier freien Kanten zwis
hen deminneren (4,4,4) und den Fl�a
henzellen wieder (I) konstruieren und erhalteneine weitere Fl�a
hen- und zwei weitere Kantenzellen. Jetzt bekommen wireine L�u
ke zwis
hen den drei Kantenzellen, die aus drei 3-E
ken besteht. Mit(II) passt dort nur ein (3,3,3), wel
hes wir hier als E
kzelle bezei
hnen wollen.Diese Erg�anzungen von Fl�a
hen-, Kanten- und E
kzellen k�onnen wir mit (I)und (II) an allen Fl�a
hen, Kanten und E
ken des inneren (4,4,4) vornehmen,ohne einen Widerspru
h zu bekommen. An diesem Gebilde k�onnten wir nunmit (III) und (V) einen (3,4,4,4) herum legen und den Poly
hor s
hlie�en,w�urden dann aber der E
kentransitivit�at widerspre
hen, da an den E
ken desinneren (4,4,4) kein (3,4,4,4) anliegt. Wir k�onnen also an dem Gebilde nurweitere (3,3,3), (3,4,4) und (4,4,4) anf�ugen (au
h (IV) ist aus den glei
henGr�unden f�ur (4,4,8) ausges
hlossen). Damit k�onnen wir na
h (I) zwis
henden �au�eren Kanten- und Fl�a
henzellen nur neue Fl�a
henzellen (an den



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 63Kantenzellen) und se
hs weitere (4,4,4) { korrespondierend zu den se
hsFl�a
hen des inneren (4,4,4) { ankleben. In die entstandenen L�u
ken, dieaus drei zyklis
hen 4-E
ken (von den Fl�a
henzellen) und einem 3-E
k (vonden E
kzellen) bestehen, passen wieder zw�olf weitere Kantenzellen (=(3,4,4))korrespondierend zu den Kanten des inneren (4,4,4) hinein. Eine weitereS
hi
ht E
k-, Kanten- und Fl�a
henzellen und s
hlie�li
h ein letzter (4,4,4)au�en (alles na
h (I) und (II)) s
hlie�en das Poly
hor und erf�ullen dannau
h die E
kentransitivit�at [# 17℄.Andererseits k�onnen wir, na
hdem wir ein (I) gebaut haben, an denbeiden E
ken der Kante von (I) au
h jeweils ein (3,4,4,4) setzen und dabei(III), (VI) und (VII) benutzen. Jetzt k�onnen wir zwis
hen den beiden(3,4,4,4) jeweils (4,4,3) und (4,4,4) mit (I), (III), (VI) und (VII) kleben.Damit s
hlie�en wir das Poly
hor [# 18℄.Wenn wir mit (III) anfangen, dann gibt es zwei M�ogli
hkeiten: Erstenskann der (4,4,4) an ein 4-E
k geklebt werden, das zwis
hen zwei 3-E
ken am(3,4,4,4) liegt oder an ein 4-E
k, das am (3,4,4,4) an allen Kanten wiederein 4-E
k ber�uhrt. Betra
hten wir zun�a
hst den ersten Fall und fangen miteinem (3,4,4,4) innen an. Mit (III) kleben wir dann an ein 4-E
k zwis
henvier 4-E
ken des (3,4,4,4) ein (3,4,4) und an zwei bena
hbarten 4-E
ken des(3,4,4,4) jeweils ein (4,4,4), so dass die freien 4-E
ke des (3,4,4) mit den4-E
ken der angeklebten (4,4,4) zusammenfallen. Nun betra
hten wir ein4-E
k des (3,4,4,4), das neben dem (3,4,4) liegt. Dieses 4-E
k hat an denSeiten zwei 3-E
ke, die wiederum bena
hbart zu den zwei angeklebten (4,4,4)sind. An diesen Kanten { zwis
hen (3,4,4,4) und (4,4,4) { passt nur (VI)mit jeweils einem weiteren (3,4,4). Da si
h nun aber die beiden (4,4,4) aneiner Kante { n�amli
h die am ersten (3,4,4) { ber�uhren, ber�uhren si
h au
hdie beiden letzten (3,4,4) an einer Kante, so dass die L�u
ke zwis
hen diesenbeiden und dem (3,4,4,4) die Form eines weiteren (3,4,4) hat. Jetzt haben wiraber einerseits eine Kantenumgebung (3,4,4)(3,4,4)(4,4,3,4) und andererseitszwei Umgebungen (3,4,4)(4,4,3)(3,4,4,4); diese existieren in der Gruppe ni
htund s
hlie�en also die erste M�ogli
hkeit aus. Betra
hten wir nun den zweitenFall, bei dem an dem 4-E
k des inneren (3,4,4,4), das �uber die Kanten nuran weiteren 4-E
ken liegt, ein (4,4,4) sitzt und an seinen Seiten jeweils ein(3,4,4) in der Art klebt, dass die 3-E
ke zu den 3-E
ken des (3,4,4,4) zeigen.Wenn wir diese Konstruktion mit (III) am (3,4,4,4) um eines seiner 3-E
keherum laufen lassen, sehen wir, dass si
h jeweils zwei (4,4,4) { mit einem(4,4,3) dazwis
hen { an einer Kante ber�uhren. Da dies aber alle Zweier-Paare der drei (4,4,4) um das (3,4,4,4)-3-E
k tun, ber�uhren si
h also alledrei (4,4,4) an einer E
ke, und die L�u
ke zwis
hen den drei (3,4,4) hat dieForm eines (3,3,3). Also erhalten wir jeweils drei Kantenumgebungen vom



64 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENTyp (3,4,4,4)(3,3,3)(3,4,4) und vom Typ (4,4,4)(3,4,4)(3,3,3)(3,4,4); ersteresind mit (V), letztere mit (II) erlaubt. Zwis
hen jeweils zwei (4,4,4) k�onnenwir jetzt nur no
h (I) ansetzen, womit die drei �au�eren 4-E
ken der drei(4,4,4) mit einem weiteren (4,4,4) verbunden werden. Damit liegt aber ander �au�eren E
ke des (3,3,3), die au
h die innere E
ke des letzten (4,4,4) ist,kein (3,4,4,4), womit die E
kentransitivit�at gebro
hen ist. Au
h die zweiteM�ogli
hkeit f�uhrt also zu keinem gesu
hten Poly
hor.Betra
hten wir nun (IV). Dann muss es zum Weiterkonstruieren eineKantenumgebung mit den Keilwinkeln (3,4,4) und (4,8,4) geben; diese �ndenwir aber in dieser Gruppe ni
ht.Fangen wir mit (V) an, kommen wir �uber die zweite M�ogli
hkeit imvorletzten Absatz au
h wieder zu einem Widerspru
h. Und wenn wir mit(VI) anfangen, erhalten wir das im zweiten Absatz dieser Gruppe konstru-ierte Poly
hor. Glei
hes gilt f�ur (VII).Und fangen wir mit (VIII) oder (IX) an, dann erhalten wir, wie inLemma 2 bes
hrieben, ein 4,8-Biprisma
hor. Denn an die 8-E
ke des (4,4,8)passen h�o
hstens diese beiden Kantenumgebungen oder (IV); do
h dieseUmgebung kombiniert mit den anderen f�uhrt zu der Umgebung (4,4,4) (4,4,4)(4,4,8) (4,4,8), wel
he ni
ht existiert.7.2.24 Radius � 1:48779Die beiden Kantenumgebungen dieser Gruppe f�uhren eindeutig zu einemPrisma
hor: Innen fangen wir mit einem (5,5,5) an und kleben an alle Fl�a
henein (4,4,5). Damit bilden wir die Kantenumgebungen (4,5,4)(4,5,4)(5,5,5)und (4,4,5)(4,4,5)(4,4,5). Au�en herum kleben wir einen zweiten (5,5,5) unds
hlie�en das Poly
hor [# 19℄.7.2.25 Radius � 1:58114Hier haben wir die Kantenumgebungen (I) = (3,3,3,3) (3,6,6) (3,6,6) und(II) = (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3). Fangen wir mit einem (3,3,3,3) innenan und befestigen an allen Fl�a
hen ein (3,6,6), dann erhalten wir (I) und(II). Es ergeben si
h an den vom ersten (3,3,3,3) abgewandten 3-E
ken der(3,6,6) nun L�u
ken, bei denen an einer E
ke vier 3-E
ke ansto�en; in diesese
hs L�u
ken passen neue (3,3,3,3), deren H�alfen aus der Ober
�a
he herausstehen. Nun k�onnen wir an den a
ht freien 6-E
ken wieder (3,6,6) ankleben,jeweils vier um einen halben (3,3,3,3). Die jetzt no
h freien 3-E
ke der letzten(3,6,6) bilden nun wieder eine L�u
ke in Form eines (3,3,3,3) [# 20℄. Bei der



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 65ganzen Konstruktion wurden nur die beiden erlaubten Kantenumgebungenverwendet und E
kentransitivit�at ist au
h gegeben.7.2.26 Radius � 1:58289Bei dieser Gruppe haben wir die drei Kantenumgebungen (I) = (3,4,4)(3,4,3,3) (4,4,3,4) sowie (II) = (4,4,3) (3,4,3,4) (3,4,4,4) und (III) = (3,4,4)(3,4,3,4) (3,3,3,4). Fangen wir mit der gr�o�ten Zelle von (I), dem (3,4,4,4),innen an; dann k�onnen wir die anderen beiden Zellen, den (3,4,4) und den(3,4,3,3), auf zwei Arten an den (3,4,4,4) ankleben. Im ersten Fall soll der(3,4,3,3) an einem 4-E
k kleben, das an seinen vier Kanten { auf dem (3,4,4,4){ wieder 4-E
ke hat. Dann liegt der (3,4,4) an einem dazu bena
hbarten4-E
k, das { wieder auf dem (3,4,4,4) { zwis
hen zwei 3-E
ken liegt. Hierhaben wir mit (II) nur die M�ogli
hkeit, ein (3,4,3,4) anzulegen. Dieses be-r�uhrt dann das (3,4,3,3) an einem 3-E
k und bildet mit dem (3,4,4) ein (III).Nun konstruieren wir an dem dritten 4-E
k des (3,4,4) weiter; dort muss {wieder na
h (II) { ein (3,4,3,4) sein, das dann aber eine gemeinsame Kantemit dem ersten (3,4,3,4) hat, was aber in dieser Gruppe ni
ht m�ogli
h ist.Also betra
hten wir die zweite Art, (3,4,4) und (3,4,3,3) na
h (I) an (3,4,4,4)anzukleben: das (3,4,3,3) auf 4-E
k zwis
hen zwei 3-E
ken { auf dem (3,4,4,4){ und das (3,4,4) ein (3,4,4,4)-4-E
k daneben, so dass sein 3-E
k mit einem3-E
k vom (3,4,3,3) zusammenf�allt. Am (3,4,4) haben wir dann aber eineKante mit (4,4,3,4) und (4,4,3), wel
he in keiner Umgebung der Gruppevorkommen. Fangen wir s
hlie�li
h mit (II) oder (III) an, dann kommen wirbeide Male zur Konstruktion von der ersten Art, wenn wir mit (I) anfangen,die aber zu einem Widerspru
h gef�uhrt hat.7.2.27 Radius � 1:60397In dieser Gruppe haben wir (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,9), (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,9)und (3,4,4)(4,9,4)(3,9,3,3). Fangen wir mit einem (3,9,3,3) innen an, dannk�onnen wir na
h den Kantenumgebungen hier an jedem 3-E
k nur ein (3,4,4)und an den beiden 9-E
ken nur je ein (4,4,9) anlegen. Damit erhalten wirdann die drei m�ogli
hen Kantenumgebungen. Legen wir jetzt no
h au�enein zweites (3,9,3,3) an, dann s
hlie�en wir das Poly
hor und erhalten einPrisma
hor mit (3,9,3,3) als Basis.7.2.28 Radius � 1:61245Dieser Radius f�uhrt zu den Kantenumgebungen (I) = (4,6,4)(3,6,6)(3,4,3,4),(II) = (4,4,3)(4,6,4)(6,6,3)(4,6,4) und (III) = (3,4,4)(4,4,6)(3,4,3,4). Fangen



66 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENwir mit (I) an und legen ein (3,6,6) na
h innen. Dann m�ussen wir an allen3-E
ken ein (3,4,3,4) und an allen 6-E
ken ein (4,4,6) ankleben. Na
h (II)kommen nun an den (3,6,6)-Kanten zwis
hen zwei 6-E
ken no
h (3,4,4). Diesebilden dann mit den (3,4,3,4) die Kantenumgebungen (III). An die jetzt no
hfreien 4-E
ken der (3,4,4) kleben wir (4,4,6) an, so dass (III) erf�ullt ist. Anden Au�enseiten der (4,4,6) kommen weitere (3,6,6) in der Art, dass deren3-E
ke wieder mit denen der (3,4,3,4) zusammenfallen usw. Der letzte (3,6,6)s
hlie�t das Poly
hor [# 21℄.7.2.29 Radius � 1:61803Dieser Gruppe geh�oren dreizehn Kantenumgebungen an: (I) = (3,3,3) (3,3,3)(3,3,3,3,3), (II) = (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,5), (III) = (3,5,3,3) (3,5,3,3)(3,3,3,3,3), (IV) = (3,5,3,3) (3,5,3,3) (3,3,3,5), (V) = (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3)(3,3,3,3,3), (VI) = (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,5), (VII) = (3,3,3) (3,3,3)(3,5,3,3) (3,5,3,3), (VIII) = (3,3,3) (3,3,3,5) (3,3,3,5), (IX) = (3,3,3)(3,3,3,3,3) (3,3,3,3,3), (X) = (3,3,3) (3,3,3,3,3) (3,3,3,5), (XI) = (3,3,3)(3,5,3,3) (3,5,3,5), (XII) = (3,5,3,3) (3,5,3,3) (5,5,5) und (XIII) = (3,3,3)(3,3,3) (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3).Da diese Gruppe sehr zahlrei
h ist, lohnt es si
h, vorher dur
h ein paarzus�atzli
he �Uberlegungen die eine oder andere Kantenumgebung mehr aus-zus
hlie�en, als es die Lemmata vermo
hten. Bleiben wir zun�a
hst im 3-Di-mensionalen und fragen uns, ob eine E
ke mit (3,3,5) in einem konvexenuniformen Polyeder vorkommen kann. Na
h kurzem �Uberlegen f�allt erst ein-mal auf, dass ein 5-E
k mit zwei 3-E
ken an einer Polyedere
ke auf derPunktmenge des Ikosaeders (3,3,3,3,3) liegt. Diese Punktmenge ist e
kentran-sitiv. Bildet also die E
ke (3,3,5) mit weiteren E
ken ein konvexes Gebilde,dessen E
kenmenge Teil der Punktmenge des Ikosaeders ist, kann diesesGebilde dann au
h �uber E
kentransitivit�at verf�ugen? Die Antwort lautetnein. Das 5-E
k s
hneidet das Gebilde vom Ikosaeder ab (hier einen weiterenE
kpunkt �uber dem 5-E
k; damit ist das Gebilde eine 5-Pyramide). W�urdees nur aus dem 5-E
k bestehen, w�are die E
kentransitivit�at erhalten. Leiderbesitzt das Gebilde aber no
h mindestens einen weiteren E
kpunkt, n�amli
hden am oberen Ende der 3-E
ke. Soll nun diese E
ke auf eine E
ke des5-E
ks gedreht werden, so wird notgedrungen mindestens eine der E
kendes 5-E
ks auf eine E
ke auf dem Ikosaeder au�erhalb des Gebildes, also vomIkosaedermittelpunkt betra
htet diesseits des 5-E
ks, gedreht. Damit kanndieses Gebilde ni
ht �uber E
kentransitivit�at verf�ugen.Bei diesen �Uberlegungen spielt der Polyedermittelpunkt eine wi
htigeRolle. Liegt er n�amli
h ni
ht innerhalb des konvexen Polyeders, kann dieser
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ht �uber E
kentransitivit�at verf�ugen (es sei denn, er besteht nur aus einerregelm�a�igen Fl�a
he). Wir k�onnen nun den Abstand der Mittelpunkte jedereinzelnen Fl�a
he eines konvexen Polyeders zum Polyedermittelpunkt als mitVorzei
hen behafteten Radius ansehen, der dann negativ ist, wenn der Po-lyedermittelpunkt vom Fl�a
henmittelpunkt aus betra
htet ni
ht in Ri
htungdes Polyeders, sondern aus dem Polyeder heraus (na
h au�en) zeigt. Ma-thematis
h bedeutet dies, dass in der Zei
hnung auf Seite 37 der Punkt oni
ht �uberhalb von zi (und damit von fij in den Polyeder hinein), sondernunterhalb (und damit von fij betra
htet au�erhalb des Polyeders) liegt. Manstelle si
h ein gro�es Ri;fij , ein kleineres Rj;fij und einen Winkel 'ij von etwa30 - 45 Grad vor, so dass die Linie von zj na
h o die Linie Ri;fij s
hneidetund unterhalb von zi auf die Gerade senkre
ht zu Ri;fij tri�t.Weitere 3-dimensionale Beispiele w�aren E
ken mit 8-E
k, 4-E
k, 3-E
k{ als Teil des Rhomben-Kubo-Oktaeders (3,4,4,4) { oder E
ken mit 10-E
k,4-E
k, 3-E
k, 4-E
k { als Teil des Rhomben-Ikosi-Dodekaeders (3,4,5,4). Inbeiden F�allen w�are der Radius der gr�o�ten Fl�a
he au
h negativ.�Ubertragen wir jetzt diesen Sa
hverhalt auf die Kantenumgebungen dieserGruppe. Ein Bere
hnen der Radien ergibt f�ur die ersten beiden Kantenum-gebungen (I) und (II) Folgendes: In beiden F�allen sind die drei Keilwin-kel glei
h; f�ur (3,3,3) na
h der Tabelle auf Seite 23 �nden wir 0.391826552� und f�ur (3,3,3,3,3) (und (3,3,3,5)) den Wert 0.767720472 �. Nun folgenmit dem Seitenkosinussatz von Seite 36 die Faltwinkel 0,123548648 � zwi-s
hen zwei (3,3,3) und 0,913763953 � zwis
hen (3,3,3) und (3,3,3,3,3) bzw.(3,3,3,5) { hier nat�urli
h immer nur die 3-E
ks
�a
he betra
htend. Und mitden Radien der Insph�aren der Zellen (0,204124145 f�ur (3,3,3); 0,755761312f�ur (3,3,3,3,3) und (3,3,3,5)) folgen die Radien R(3;3;3) = 1; 497676158 undR(3;3;3;3;3) = R(3;3;3;5) = �1; 309016952 von den Zellmittelpunkten zum Po-ly
hormittelpunkt na
h der Zei
hnung auf Seite 37. Damit bildet hier f�ur(I) und (II) eine Zelle eine trennende 3-dimensionale Hyperebene, die einigeE
ken von einer gr�o�eren Punktmenge abs
hneidet und so E
kentransitivit�atunm�ogli
h ma
ht. Wir k�onnen also (I) und (II) im Folgenden auss
hlie�en.Fangen wir also mit (III) an und setzen den (3,3,3,3,3) ins Innere. Jetztk�onnen wir an den vier Kanten zwis
hen (3,3,3,3,3) und (3,3,3,5) mit (X)nur je einen weiteren (3,3,3) ankleben. In die L�u
ken zwis
hen den (3,3,3,5)passen jetzt (IV), (III) oder (VII). Ersteres f�uhrt dazu, dass wir eineKante mit (3,3,3,5)(3,5,3,3)(3,3,3) erhalten, wel
he ni
ht existiert. Zweiteresf�uhrt dazu, dass si
h ein zweiter (3,3,3,3,3) an die beiden (3,3,3,5), an zwei(3,3,3) und an dem inneren (3,3,3,3,3) anlegt. Dies muss dann wegen derE
kentransitivit�at au
h auf der anderen Seite des inneren (3,3,3,3,3) undder beiden (3,3,3,5) passieren. Mit (X) m�ussen wir zwis
hen (3,3,3,3,3) und
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hen zwei (3,3,3,3,3) weitere (3,3,3) einf�ugen.Jetzt wird s
hon klar, dass hier pro E
ke zwei (3,3,3,3,3), zwei (3,3,3) undzwei (3,3,3,5) ben�otigt werden. Wir haben nun vier E
ken zwis
hen deminneren (3,3,3,3,3) und den zwei neuen (3,3,3,3,3), an denen s
hon zwei (3,3,3)kleben. Erg�anzen wir hier zwei weitere (3,3,3,5) mit den erlaubten Kantenum-gebungen, dann erhalten wir eine Kante mit (3,5,3,3)(3,3,3)(3,5,3,3), wel
hein der Gruppe ni
ht existiert. Also k�onnen wir (III) ni
ht in die L�u
kenzwis
hen den ersten beiden (3,3,3,5) anbauen. Letzte M�ogli
hkeit ist hier(VII): Verbinden wir also die beiden (3,3,3,5) an den Kanten, die (3,3,3,3,3)no
h an einer E
ke ber�uhren, mit zwei (3,3,3). Zwis
hen diesen (3,3,3) undden (3,3,3) zwis
hen (3,3,3,5) und (3,3,3,3,3) passt mit (VI) nur je einweiterer (3,3,3), wobei zwis
hen je zweien, die si
h auf derselben Seite vom(3,3,3,3,3) und von den (3,3,3,5) be�nden, wieder ein (3,3,3) an das (3,3,3,3,3)angeklebt wird. Damit benutzen wir au
h (V) und (XIII). An den beidenjetzt vollst�andig ums
hlossenen Poly
hor-E
ken sto�en ein (3,3,3,3,3), zwei(3,3,3,5) und sieben (3,3,3) so zusammen, dass drei (3,3,3) �uber Fl�a
hen am(3,3,3,3,3) kleben. Bauen wir jetzt weiter und kleben am freien 5-E
k eines(3,3,3,5) ein weiteres (3,3,3,5) an ((3,5,3,5) und (5,5,5) sind ni
ht m�ogli
h,da sie an den ersten beiden E
ken ni
ht vorkamen). Dieser (3,3,3,5) ber�uhrt{ zusammen mit dem (3,3,3,5), an dem er klebt { den inneren (3,3,3,3,3)no
h an einer E
ke. Also ben�otigen wir f�ur E
kentransitivit�at hier nur no
hsieben (3,3,3). F�ullen wir also diese L�u
ke mit sieben (3,3,3) { zwei zwi-s
hen (3,3,3,3,3) und (3,3,3,5), zwei weitere an den no
h freien 3-E
ken des(3,3,3,3,3) und drei an den no
h freien 3-E
ken des (3,3,3,5) um diese E
ke.Jetzt kleben �uber Fl�a
hen aber nur zwei (3,3,3) am (3,3,3,3,3); somit istdie E
kentransitivit�at ni
ht erf�ullt und die letzte M�ogli
hkeit, die mit (III)anf�angt, ist au
h ni
ht m�ogli
h.Fangen wir also mit (IV) an, kleben zwei (3,3,3,5) am 5-E
k zusam-men und ein drittes (3,3,3,5) an eine Kante zwis
hen den beiden ersten. Anden beiden 5-E
ken des dritten (3,3,3,5) kann mit (IV) nur je ein weiteres(3,3,3,5) und in die L�u
ken zwis
hen dem dritten und den ersten beiden(3,3,3,5) mit (VIII) je ein (3,3,3) kommen. Au�erdem k�onnen wir die L�u
kenzwis
hen den letzten beiden (3,3,3,5) und den ersten beiden na
h (VII) und(VIII) au
h nur mit (3,3,3) s
hlie�en. Wir erhalten also zwei Poly
hore
ken,an die vier (3,3,3,5) und vier (3,3,3) grenzen. Betra
hten wir jetzt das 5-E
kzwis
hen den ersten beiden (3,3,3,5). An der ersten Kante liegt der dritte(3,3,3,5). An der n�a
hsten Kante, der zweiten, liegen zwei (3,3,3); genauso ander vorherigen, der f�unften Kante. Damit E
kentransitivit�at erf�ullt ist, mussan der dritten und an der vierten Kante wieder ein (3,3,3,5) liegen. Zusam-men mit den weiteren (3,3,3,5), die an die freien 5-E
ke kommen, liegen damit
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ke zwis
hen dritter und vierter 5-E
k-Kante jetzt s
hon se
hs(3,3,3,5), was die E
kentransitivit�at bri
ht. (IV) kann also ni
ht vorkommen.Nun fangen wir mit (V) an und setzen den (3,3,3,3,3) wieder na
h innen.Gehen wir erst einmal davon aus, dass neben diesem einen (3,3,3,3,3) anjeder E
ke nur no
h (3,3,3) vorkommen. Kleben wir also an den f�unf zueiner E
ke des (3,3,3,3,3) f�uhrenden Kanten mit (V) drei weitere (3,3,3)auf die 3-E
ke und f�unf auf die Kanten. Letztere f�unf wollen wir Kanten-(3,3,3) nennen. Auf diese Kanten-(3,3,3) kleben wir oben je einen weiteren(3,3,3) mit (XIII), so dass diese eine gemeinsame Kante haben. Da aminneren (3,3,3,3,3) kein weiterer (3,3,3,3,3) liegen soll, k�onnen wir au�erdeman den no
h freien 3-E
ken der Kanten-(3,3,3) je einen weiteren (3,3,3), einenAu�en-(3,3,3) anlegen. Jetzt erhalten wir eine Teilabwi
klung, an der s
honeinige Na
hbare
ken zur ersten vollst�andig einges
hlossenen E
ke si
htbarsind. Betra
hten wir die E
ke, die zwis
hen den f�unf auf den Kanten-(3,3,3)klebenden (3,3,3) am weitesten au�en ist: An dieser E
ke be�nden si
h s
honf�unf (3,3,3). Wie kann dort nun ein (3,3,3,3,3) anliegen, der ja wegen derE
kentransitivit�at hier sein muss? Eine M�ogli
hkeit w�are, dass er diese E
kenur mit der Spitze ber�uhrt, wir also auf den oberen f�unf (3,3,3) no
h einmalf�unf (3,3,3) und zwis
hen diesen weitere f�unf (3,3,3) kleben m�ussen, umeine L�u
ke zu erzeugen, in die ein (3,3,3,3,3) mit der Spitze passt. Dannk�onnen wir aber an den E
ken, die von zwei Kanten-(3,3,3) ber�uhrt werden,keinen (3,3,3,3,3) einf�ugen, der ni
ht den inneren und den neuen (3,3,3,3,3)ber�uhrt. Eine andere M�ogli
hkeit ist, den (3,3,3,3,3) auf ein oberes 3-E
kder (3,3,3) auf den Kanten-(3,3,3) zu kleben. Dieser (3,3,3,3,3) ber�uhrt dannein Kanten-(3,3,3) an einer Kante und ein Au�en-(3,3,3) an einer Fl�a
he.Zwis
hen dem inneren und dem zweiten (3,3,3,3,3) liegt genau ein Kanten-(3,3,3), der beide an zwei gegen�uberliegenden Kanten ber�uhrt. K�onnen wirjetzt an den anderen E
ken au
h je einen (3,3,3,3,3) anlegen, ohne dassdiese si
h ber�uhren? Verfahren wir in der oben bes
hriebenen Art mit demganzen inneren (3,3,3,3,3) und kleben also drei S
hi
hten von (3,3,3) auf dieAu�en
�a
hen, dann sehen wir, dass wir se
hs weitere (3,3,3,3,3) so um dieinnere Zelle orientieren k�onnen, dass sie si
h untereinander ni
ht ber�uhrenund immer ein Kanten-(3,3,3) zwis
hen si
h und dem inneren (3,3,3,3,3)und untereinander haben. Haben nun mit dieser Konstruktion alle E
kenin dieser lokalen Umgebung genau einen (3,3,3,3,3)? S
hauen wir uns diekonstruierte Teilabwi
klung genauer an und betra
hten dabei insbesonderenur die sieben (3,3,3,3,3) zusammen mit den Kanten-(3,3,3) und je Kanten-(3,3,3) pro 3-E
k einen weiteren (3,3,3), der zwis
hen (3,3,3,3,3) und Kanten-(3,3,3) liegt: Es f�allt zuerst einmal auf, dass die sieben (3,3,3,3,3) in einergewissen Orientierung zueinander stehen. So wie der Ikosaeder im Hexaeder
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hs si
h ni
ht ber�uhrende Kanten auf den se
hs Fl�a
hen desHexaeders sitzen und die Ikosaederkanten, die zu bena
hbarten Hexaeder-
�a
hen geh�oren, ni
ht aufeinander zeigen, so liegen diese sieben (3,3,3,3,3)hier wie die (4,4,4) eines 8-Zellers, wobei die Ikosaederkanten, die mit denHexaeder
�a
hen korrespondieren, wel
he im 8-Zeller zusammenfallen, au
hwieder andere Orientierung haben (d.h. ni
ht parallel sind). Eine kompletteKonstruktion w�urde also a
ht (3,3,3,3,3) und die dazwis
hen liegenden (3,3,3)ben�otigen und w�are widerspru
hsfrei. Die L�u
ken zwis
hen jeweils vier(3,3,3,3,3) haben aber leider genau die Form eines Ikosaeders. Sie bestehenaus je zwanzig (3,3,3). Au�erdem liegen an den Mittelpunkten dieser L�u
kenkeine (3,3,3,3,3)! Um also E
kentransitivit�at zu gew�ahrleisten, m�ussen dieseZwanziger-Gruppe dur
h je einen (3,3,3,3,3) ersetzt werden. Damit ber�uhrensi
h jetzt an jeder E
ke ein urspr�ungli
hes (3,3,3,3,3) und zwei neue Lo
h-(3,3,3,3,3) zusammen mit f�unf (3,3,3). Dabei wurden (V) und (IX) benutzt.Dieses Poly
hor hat also a
ht (3,3,3,3,3) { f�ur die a
ht Zellen des 8-Zellers {und 16 (3,3,3,3,3) { f�ur die 8-Zeller-E
ken { also insgesamt 24 (3,3,3,3,3) unddazwis
hen (3,3,3) [# 22℄. Bleibt die Frage, ob genau zwei (3,3,3,3,3), genauvier, f�unf usw. (3,3,3,3,3) zusammen mit (3,3,3) zu einem uniformen Poly-
hor f�uhren und ob wir (V) au
h mit den anderen Zellen (3,3,3,5), (3,5,3,5)und/oder (5,5,5) kombinieren k�onnen.Betra
hten wir den Fall, dass an jeder E
ke zwei (3,3,3,3,3) ansto�en undwir mit (V) anfangen. Setzen wir also wieder ein (3,3,3,3,3) ins Innere undkleben drei (3,3,3) na
h (V) an eine Kante. An einer E
ke dieser erstenKante soll nun ein weiterer (3,3,3,3,3) angeklebt werden. Dazu gibt es dreiM�ogli
hkeiten: Der zweite (3,3,3,3,3) wird mit der Fl�a
he auf ein 3-E
kdes mittleren der drei (3,3,3) geklebt und die L�u
ken zwis
hen den beiden(3,3,3,3,3) mit (3,3,3) { na
h (V) { gef�ullt, so dass si
h die beiden (3,3,3,3,3)nur an einer E
ke ber�uhren. Oder der zweite (3,3,3,3,3) liegt mit einer Fl�a
heauf dem ersten (3,3,3,3,3), so dass er entweder einen der beiden Seiten-(3,3,3)der ersten (V) an einer Fl�a
he ber�uhrt oder dass er den mittleren (3,3,3)nur an einem Punkt ber�uhrt. Im ersten Fall bedeutet das, dass si
h diebeiden (3,3,3,3,3) nur mit der Spitze ber�uhren und von zehn (3,3,3) mit (V)verbunden werden. Betra
hten wir jetzt drei dieser verbindenden (3,3,3), dieeine gemeinsame Kante haben. Der �au�ere Punkt dieser Kante ist au
h E
keeines (3,3,3,3,3). Also muss dort die E
ke eines weiteren (3,3,3,3,3) auftreten.Wir kleben um diese E
ke also au
h einen Verbindungring aus zehn (3,3,3)an, der nat�urli
h teilweise in die ersten zehn (3,3,3) zwis
hen den erstenbeiden (3,3,3,3,3) hineinrei
ht. Jetzt k�onnen wir einen dritten (3,3,3,3,3) soeinf�ugen, dass er diese E
ke nur mit seiner Spitze ber�uhrt. Dabei muss eraber auf der Fl�a
he des mittleren der drei (3,3,3) { dur
h die wir die E
ke



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 71bestimmt haben { liegen und somit den anderen der ersten beiden (3,3,3,3,3)an einer Fl�a
he ber�uhren, was die E
kentransitivit�at bri
ht. Im zweiten Fallpassen mit (V) und (IX) no
h zwei (3,3,3) in die L�u
ken und bilden einegro�e L�u
ke, in die ein (3,3,3,3,3) passen w�urde. Der (3,3,3,3,3) ist aberausges
hlossen, da dies der Fall des vorhergehenden Absatzes w�are. Alsok�onnen dort f�unf weitere (3,3,3) eingeklebt werden. Damit haben wir eineerste E
kenumgebung vollst�andig bestimmt. (Auf dieses Ergebnis kommenwir au
h mit dem letzten Fall f�ur das zweite (3,3,3,3,3).) Betra
hten wirjetzt die �au�ere Kante zwis
hen dem (3,3,3) der ersten (V), der zwis
henden beiden (3,3,3,3,3) und dem mittleren (3,3,3) der ersten (V) ist. DieseKante verbindet zwei Poly
hore
ken, an denen jeweils s
hon ein (3,3,3,3,3)dran ist. Hier gibt es zwei M�ogli
hkeiten, an beiden E
ken einen weiteren(3,3,3,3,3) so anzukleben, dass si
h zwei (3,3,3,3,3) an einem 3-E
k ber�uhren:Verl�angern wir die Kante an beiden Seiten �uber die E
ken hinaus, dannk�onnen die zwei neuen (3,3,3,3,3) entweder auf der glei
hen Seite dieser Liniesein, oder auf vers
hiedenen Seiten (Dass beide Seiten equivalent sind, siehtman s
hnell, da beide Kon�gurationen an der Ebene dur
h die Linie undder Verbindungslinie dur
h die Mittelpunkte der ersten beiden (3,3,3,3,3)spiegelsymmetris
h sind.) Im ersten Fall bedeutet das, dass auf einem(3,3,3,3,3) zwis
hen zwei 3-E
ken, die zum n�a
hsten (3,3,3,3,3) f�uhren, genauzwei andere 3-E
ke liegen m�ussen, wir also auf dem (3,3,3,3,3) die Symmetriendes Tetraeders benutzen. Damit w�urden wir beim Weiterbau eine Art W�urfel(genauer einen Hyperw�urfel bzw. 8-Zeller) bauen, in dessen E
ken (3,3,3,3,3)h�angen, wobei si
h bena
hbarte (3,3,3,3,3) �uber ein 3-E
k ber�uhren. In die-semW�urfel liegt in der Mitte wieder ein Punkt, der ni
ht mit einem (3,3,3,3,3)in Kontakt steht. Und ein Ersetzen dieser zwanzig (3,3,3) um den Punktdur
h einen weiteren (3,3,3,3,3) f�uhrt zur Konstruktion im letzten Absatz,bei der pro E
ke drei (3,3,3,3,3) vorkommen [# 22℄. Also versu
hen wir denzweiten Fall, dass die beiden neuen (3,3,3,3,3) auf vers
hiedenen Seiten dergeda
hten Linie liegen. Dann f�ullen wir mit (V) und (IX) ein paar (3,3,3)auf und sehen, dass si
h die beiden neuen (3,3,3,3,3) nur an einer E
ke, ni
htaber an einer Fl�a
he ber�uhren.Mehr als drei (3,3,3,3,3) pro E
ke sind au
h ni
ht m�ogli
h, da bei zwei(3,3,3,3,3) pro E
ke dur
h (IX) oder (V) s
hon mindestens zwei (3,3,3) andieser E
ke n�otig sind und ein dritter (3,3,3,3,3) mindestens zwei weitere(3,3,3) mitbringt, so dass der Raumwinkel f�ur einen vierten (3,3,3,3,3) ni
htmehr ausrei
ht.Untersu
hen wir s
hlie�li
h die M�ogli
hkeiten, (V) mit den Zellen(3,3,3,5), (3,5,3,5) oder (5,5,5) zu kombinieren. Stellen wir (3,3,3,3,3) mit



72 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN(V) an einer Kante { d.h. mit drei (3,3,3) { ins Innere und betra
hten eineE
ke dieser Kante. Soll hier mit (3,3,3,5), (3,5,3,5) oder (5,5,5) kombiniertwerden, so dass ein uniformes Poly
hor daraus resultiert, dann m�ussen dieseZellen au
h an dieser E
ke ansto�en. Fangen wir mit (3,3,3,5) an. Na
h denm�ogli
hen Kantenumgebungen kann das (3,3,3,5) ni
ht so orientiert sein, dasses auf ein 3-E
k neben den drei (3,3,3) geklebt ist und sein 5-E
k auf ein(3,3,3) zeigt { es existiert kein (3,3,3,3,3)(3,3,3)(3,5,3,3). Au
h kann es ni
htauf der glei
hen Fl�a
he angeklebt sein und sein 5-E
k damit in eine andereRi
htung zeigen, da dann als einzig m�ogli
he Kantenumgebung (III) mit(3,5,3,3)(3,5,3,3)(3,3,3,3,3) in Frage kommt; und diese Umgebung haben wirs
hon ausges
hlossen. Also kann (3,3,3,5) nur auf dem 3-E
k des (3,3,3,3,3)kleben, das die erste (V) nur an der E
ke ber�uhrt. Aber au
h dann muss(3,5,3,3)(3,5,3,3)(3,3,3,3,3) vorkommen, was wir ja bereits ausges
hlossenhaben. Damit kann (V) ni
ht mit (3,3,3,5) kombiniert werden. Also betra
h-ten wir wieder einen (3,3,3,3,3) mit (V). (3,5,3,5) kann mit (3,3,3,3,3) keinegemeinsame Kante haben, da diese ni
ht in der Gruppe vorkommt. Also kann(3,5,3,5) nur auf dem mittleren (3,3,3) von (V) angeklebt werden. Dannhaben wir aber eine Kantenumgebung mit (3,3,3)(3,3,3)(3,5,3,5), wel
he e-benfalls ni
ht vorkommt. Und eine Kombination von (V) mit (5,5,5) istinsofern ni
ht m�ogli
h, da beide keine gemeinsamen Fl�a
hen haben, an denensie zusammengef�ugt werden k�onnen, und alle Zellen, die beide Fl�a
hen habenund somit als Verbinder fungieren k�onnten, ausges
hlossen sind. Damit habenwir alle Kombinationen mit (V) untersu
ht.Fangen wir also mit (VI) an und setzen (3,3,3,5) na
h innen. An einerKante zwis
hen zwei 3-E
ken kleben wir drei 3-E
ke, zwei an den 3-E
ken,eines dazwis
hen an die (3,3,3,5)-Kante, an. An einem 5-E
k des (3,3,3,5)k�onnen wir jetzt entweder einen weiteren (3,3,3,5) mit (VII) oder einen(3,5,3,5) mit (XI) ankleben. Im ersten Fall k�onnen wir zwis
hen den beiden(3,3,3,5) mit (VII) nur zwei (3,3,3) kleben; die Benutzung von (IV) wurdeoben s
hon ausges
hlossen. Also verbinden wir die (3,3,3,5) mit (3,3,3) anallen gemeinsamen Kanten. Zwis
hen zwei (3,3,3)-Paaren ist dann an einem(3,3,3,5) { bis auf bei (VI) { no
h ein 3-E
k mit Kantenumgebungen (3,3,3,5)(3,3,3) zu sehen. Dort passt entweder mit (VIII) ein weiterer (3,3,3,5), desseneines 5-E
k an der E
ke zwis
hen den beiden (3,3,3)-Paaren klebt und andem nur ein weiterer (3,3,3,5) angeklebt werden kann. Damit ist eine E
keums
hlossen. An der anderen Seite haben wir eine Kante mit (3,5,3,3)(3,5,3,3){ zusammenh�angend an einem 3-E
k { an der mit (XII) nur ein (5,5,5)passt, was aber die E
kentransitivit�at zur ersten ums
hlossenen E
ke bri
ht.Oder wir kleben an das no
h freie 3-E
k zwis
hen zwei (3,3,3)-Paaren am(3,3,3,5) mit (VI) drei weitere (3,3,3) { eines auf die Fl�a
he, zwei an die
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hen die (3,3,3). Und zwis
hen diesen passen mit (XIII) nurno
h je ein weiteres (3,3,3), womit die E
ken ums
hlossen werden. An siegrenzen nun zwei (3,3,3,5) { mit einem 5-E
k { und zw�olf (3,3,3). Aus derTransitivit�at der E
ken m�ussen wir am freien 5-E
k des inneren (3,3,3,5) no
heinmal ein (3,3,3,5) und damit einen weiteren Ring von (3,3,3) anbauen, bisan den E
ken zwis
hen innerer Zelle und dem dritten (3,3,3,5) au
h wiederje zw�olf (3,3,3) liegen. Nun bekommen wir an den �au�eren E
ken, die no
hni
ht mit zwei (3,3,3,5) in Kontakt stehen, Kanten mit (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3).Dort k�onnen entweder mit (XIII) zwei weitere (3,3,3) angeklebt werden,womit au
h an der n�a
hsten freien Kante dieser Art zwei weitere (3,3,3)folgen m�ussen. Dies w�urde aber die E
kentransitivit�at bre
hen, da nun E
kenmit zwanzig (3,3,3) existieren. Oder wir kleben mit (VI) ein (3,3,3,5) andie Kante. Dabei muss (3,3,3,5) mit zwei Kanten dieser Art, die an einem�au�eren 3-E
k liegen, (VI) ergeben. Dadur
h sind seine 5-E
ke so orientiert,dass sie senkre
ht zur Ausri
htung der 5-E
ke des inneren (3,3,3,5) liegen.Kleben wir so an all diesen E
ken (3,3,3,5), so bilden sie eine Art Ring umden inneren (3,3,3,5). Und da pro E
ke eines 5-E
ks des inneren (3,3,3,5)genau zwei (3,3,3,5) im Ring zu �nden sind, bilden zehn (3,3,3,5) den Ring.Aus Gr�unden der Symmetrie und der E
kentransitivit�at lassen si
h an demzweiten und dritten (3,3,3,5) { sie liegen direkt am inneren (3,3,3,5) { so vieleweitere (3,3,3,5) mit 5-E
k auf 5-E
k ankleben, bis diese si
h um den erstenRing wi
keln und somit au
h aus zehn (3,3,3,5) bestehen m�ussen. Aufgef�ulltmit den (3,3,3) in derselben Art und Weise s
hlie�t si
h das Poly
hor [# 23℄.Versu
hen wir nun, die Kantenumgebung (VII)mit (VIII) bis (XIII) zukombinieren. Beginnen wir mit zwei (3,5,3,3), die an den 5-E
ken zusammen-kleben und legen an einer gemeinsamen Kante zwei (3,3,3) an. Da dies na
hden restli
hen Kantenumgebungen die einzige M�ogli
hkeit f�ur die gemeinsa-men Kanten der beiden (3,5,3,3) ist, setzen wir an an anderen gemeinsamenKanten ebenfalls je zwei (3,3,3). Jetzt k�onnen wir an einem beliebigen freien3-E
k eines (3,3,3,5) mit (VIII) nur no
h einen weiteren (3,3,3,5) ankleben.Damit bekommen wir jedo
h eine Kante mit zwei (3,3,3,5), die si
h an einem3-E
k ber�uhren, und k�onnen dort nur no
h { mit (XII) { ein (5,5,5) ansetzen.Damit bre
hen wir aber die E
kentransitivit�at zu den E
ken zwis
hen denersten beiden (3,5,3,3). Somit kann (VII) ni
ht allein mit (VIII) bis (XIII)kombiniert werden.Also fangen wir jetzt mit (VIII) an. Da hier die Kante (3,5,3,3)(3,5,3,3)vorkommt und diese nur na
h (XII) mit einem (5,5,5) erg�anzt werden kann,setzen wir diese gro�e Zelle ins Innere. Dann k�onnen wir an all seine 5-E
ke(3,5,3,3) kleben, wobei bena
hbarte (3,5,3,3) si
h an einem 3-E
k ber�uhren.Pro E
ke des (5,5,5) bekommen wir jetzt zwis
hen den (3,5,3,3) L�u
ken, die



74 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENnur von (3,3,3) gef�ullt werden k�onnen. An den �au�eren 5-E
ken der (3,5,3,3)passen nun aber keine weiteren (5,5,5), da diese in dieser Gruppe keinegemeinsame Kante mit (3,3,3) haben d�urfen. Somit ist eine e
kentransitiveWeiterkonstruktion ni
ht m�ogli
h.Fangen wir jetzt mit (IX) an. Dann k�onnen wir an den anderen beidenKanten zwis
hen den (3,3,3,3,3) nur je einen weiteren (3,3,3) anlegen. Jetztpasst aber zwis
hen den (3,3,3) und den (3,3,3,3,3) entweder (IX) oder (X).Ersterer f�uhrt dann letztendli
h zu einem Poly
hor mit drei (3,3,3,3,3) anjeder E
ke, der als [# 22℄ s
hon identi�ziert wurde, letzterer f�uhrt zu einerKante mit (3,5,3,3)(3,3,3,3,3), wel
he wir in den Kantenumgebungen (IX)bis (XIII) ni
ht mehr �nden.Die Kantenumgebung (X) kann ni
ht vorkommen, da eine Kombinationvon (3,3,3,5) und (3,3,3,3,3), wie bereits gezeigt, ni
ht m�ogli
h ist. Alsobetra
hten wir (XI) und kleben an eine Kante des (3,5,3,5) ein (3,3,3) und ein(3,3,3,5). An den anderen zwei Kanten zwis
hen (3,5,3,5) und (3,3,3) m�ussenwir genauso verfahren, wodur
h jeweils zwei der drei (3,3,3,5) an einem 3-E
kzusammenfallen und damit eine Kante mit (3,5,3,3)(3,5,3,3) { zusammenge-f�ugt am 3-E
k { entsteht. Dort passt nur { mit (XII) { ein (5,5,5), wel
hesdann aber die E
kentransitivit�at bri
ht. Glei
hes Argument gilt au
h, wennwir bei (XII) mit einem (5,5,5) innen anfangen: Na
h einer S
hi
ht (3,3,3,5)k�onnen wir keinen weiteren (5,5,5) anbringen.Bleibt also die letzte Kantenumgebung (XIII), die wir au
h nur no
hallein ber�u
ksi
htigen m�ussen: Hier kommen dann um jede Kante f�unf(3,3,3) zusammen. Und da nur eine Art von Zellen vorkommt, k�onnen wir dasdaraus entstehende Poly
hor sofort als einen 600-Zeller identi�zieren [# 24℄.7.2.30 Radius � 1:65831Die Kantenumgebungen (4,4,4) (4,4,6) (4,4,6) , (4,4,4) (4,6,4) (4,6,6) und(4,6,4) (4,6,4) (6,6,4) bilden diese Gruppe. Wenn wir innen mit einem (4,6,6)anfangen und na
h der dritten Kantenumgebung an alle 6-E
ken (4,4,6) undna
h der zweiten Umgebung an alle 4-E
ken (4,4,4) kleben, erhalten wirzwis
hen den Prismen die erste Kantenumgebung. Jetzt brau
hen wir au�ennur no
h einen zweiten (4,6,6) anzulegen und s
hlie�en damit das Poly
hor[# 25℄.7.2.31 Radius � 1:69353Zu diesem Radius gibt es die Kantenumgebungen (I) = (4,4,3)(4,4,3)(4,4,5)(4,4,5), (II)= (3,4,4)(4,5,4)(3,5,3,5) und (III) = (4,4,3)(4,4,5)(4,4,3) (4,4,5).



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 75Wenn wir mit (I) anfangen, dann bekommen wir zwis
hen den beiden (4,4,3)eine Kante mit (3,4,4)(3,4,4); diese existiert in dieser Gruppe ni
ht. Alsofangen wir mit (II) an, setzen einen (3,5,3,5) na
h innen und kleben an jedes5-E
k ein (4,4,5) und an jedes 3-E
k ein (3,4,4). Damit erhalten wir zwis
henden Prismen die Kantenumgebung (III). Nun k�onnen wir nur no
h einenzweiten (3,5,3,5) au�en herum legen und s
hlie�en so das Poly
hor [# 26℄.7.2.32 Radius � 1:73205In dieser Gruppe haben wir die Kantenumgebung (4,4,4) (3,4,3,4) (3,4,3,4).Wenn wir mit einem (3,4,3,4) innen anfangen und an alle 4-E
ken (4,4,4)und an alle 3-E
ken (3,4,3,4) kleben, haben wir nur die eine erlaubte Kan-tenumgebung benutzt. In die entstandenen L�u
ken, die aus 4-E
ken umgebenvon vier 3-E
ken bestehen, passen wieder (3,4,3,4). Dann sehen wir L�u
kenaus drei 4-E
ken um eine E
ke, wo wieder (4,4,4) passen usw., bis ein letzter(3,4,3,4) au�en das Poly
hor s
hlie�t [# 27℄.7.2.33 Radius � 1:74756Hier erhalten wir analog zu etli
hen Konstruktionen zuvor (die letzte beimRadius 1.60397) ein 10-antiprismatis
hes Prisma
hor, also ein Prisma
hormit (3,3,3,10) als Basis.7.2.34 Radius � 1:75142F�ur diesen Radius bekommen wir nur (4,4,3)(3,4,4)(3,3,3)(3,4,3,4). Betra
h-ten wir diese Kantenumgebung genauer, dann sehen wir sofort, dass wir eineKantenumgebung bekommen, die (3,4,4) und (3,4,3,4) nebeneinder beinhal-ten muss; diese existiert aber ni
ht.7.2.35 Radius � 1:84391Die Kantenumgebungen (I) = (4,4,3) (4,6,6) (4,6,6), (II) = (3,4,4) (3,6,6)(4,6,6) und (III) = (6,6,3) (6,6,4) (6,6,4) bilden diese Gruppe. Fangen wiralso mit der gr�o�ten Zelle, dem (4,6,6), innen an und kleben an einer Kante(I) an. Dann liegen an dem inneren (4,6,6) und dem zweiten (4,6,6) jetztzwei weitere Kanten, an denen mit (4,4,3) wieder (I) konstruiert werdenkann. Und zwis
hen dem inneren (4,6,6) und den (4,4,3) passen { mit (I){ weitere (4,6,6), an denen wieder (4,4,3) zum inneren (4,6,6) passen. Diesgeht dann so weiter, bis alle 4-E
ke des inneren (4,6,6) mit (3,4,4) in einergewissen Orientierung belegt sind und die H�alfte aller 6-E
ke der inneren



76 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENZelle { also vier { an (4,6,6) anliegen. An die no
h freien 6-E
ken der innerenZelle passen jetzt mit (II) und (III) nur no
h vier (3,6,6). Dann erhaltenwir weitere L�u
ken, die aus einem 3-E
k innen und drei 4-E
ken zyklis
ham 3-E
k bestehen. Diese f�ullen wir na
h (I) und (II) mit (3,4,4) auf undk�onnen jetzt au�en nur no
h ein letztes (3,6,6) umlegen, um das Poly
hor zus
hlie�en [# 28℄.7.2.36 Radius � 1:84776Zehn Kantenumgebungen geh�oren zu dieser Gruppe: (I) = (3,4,4) (4,8,4)(3,8,8), (II) = (3,4,4)(3,3,3,3)(3,4,4,4), (III) = (4,4,3)(3,4,4)(3,3,3,3)(3,4,4),(IV) = (4,4,3)(4,4,3,4)(4,4,3,4), (V) = (4,4,3)(4,4,3,4)(4,4,8), (VI) = (4,4,3)(4,4,8)(4,4,8), (VII) = (4,8,4)(4,8,4)(4,4,3,4), (VIII) = (4,8,4)(4,8,4)(4,4,8),(IX) = (4,8,4)(4,8,4)(8,8,3) und (X) = (4,4,3)(3,4,4)(3,4,4,4).Fangen wir mit (I) an und setzen einen (3,8,8) na
h innen. Dann klebenwir an allen 8-E
ken (4,4,8) und an allen 3-E
ken (3,4,4) an. Damit benutzenwir au
h (VI) und (IX). Jetzt k�onnen wir dur
h die E
kentransitivit�at au�ennur no
h einen weiteren (3,8,8) anlegen, s
hlie�en damit das Poly
hor underhalten ein Prisma
hor mit (3,8,8) als Basis [# 29℄.Beginnen wir nun mit (II) und legen (3,4,4,4) na
h innen. An den zweino
h freien Kanten zwis
hen (3,4,4,4) und (3,3,3,3) passen nur { au
h mit(II) { weitere (3,4,4). An den se
hs Kanten zwis
hen innerer Zelle und (3,4,4)w�urden nun (IV) und (V) passen; letztere ist aber m�ogli
h, da (4,8,4)(4,4,3)in keiner Kantenumgebung existiert. An den se
hs Kanten zwis
hen (3,3,3,3)und (3,4,4) w�urden (II) und (III) passen; au
h hier ist letztere ni
ht m�ogli
h,da (4,4,3,4)(4,4,3)(3,4,4) in dieser Gruppe ni
ht vorkommt. Somit passen anbeiden Kanten nur weitere (3,4,4,4) mit (II) und (IV). Damit k�onnen wirnun au
h alle weiteren L�u
ken eindeutig mit (3,4,4), (3,3,3,3) und (3,4,4,4)f�ullen, bis si
h das Poly
hor s
hlie�t [# 30℄.Betra
hten wir nun (III) und setzen einen (3,3,3,3) na
h innen. Dannk�onnen wir an allen 3-E
ken mit (III) { eine Kombination mit (II) wurdeja im vorhergehenden Absatz ausges
hlossen, somit kann au
h (X) hierni
ht vorkommen { nur (3,4,4) ankleben. An die Kanten des (3,3,3,3) zwi-s
hen den (3,4,4) kommen jetzt no
h je ein weiteres (3,4,4). Damit erhaltenwir L�u
ken, in die nur (3,3,3,3) passen. An deren freien 3-E
ken kommenwieder { mit (III) { (3,4,4), an den freien Kanten weitere (3,4,4) und in diedann entstehenden L�u
ken wieder (3,3,3,3) usw., bis zum S
hluss ein letzter(3,3,3,3) au�en angelegt wird und das Poly
hor s
hlie�t [# 31℄.Versu
hen wir nun, (IV) mit (V) bis (X) zu kombinieren, da (IV) alleinkeine Fortf�uhrung an 3-E
ken hat. Dies gilt aber au
h f�ur Kombinationen



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 77mit (V) bis (IX); ledigli
h (X) erlaubt theoretis
h eine Fortf�uhrung anden 3-E
ken. Setzen wir also ein (3,4,4,4) ins Innere. Dann gibt es dreiM�ogli
hkeiten f�ur (IV). Erstens kann der zweite (3,4,4,4) mit dem ersten(3,4,4,4) so �uber ein 4-E
k verbunden sein, dass dieses 4-E
k jeweils �uberKanten nur mit anderen 4-E
ken auf den beiden (3,4,4,4) verbunden ist, dasses jeweils an zwei 3-E
ken auf den beiden (3,4,4,4) liegt oder dass es auf demeinen (3,4,4,4) �uber Kanten an vier 4-E
ken und auf dem anderen an zwei3-E
ken liegt. Im ersten Fall bekommen wir eine Kante mit (3,4,4) (3,4,4,4){ verbunden �uber ein 4-E
k { an der wir ni
ht weiterkonstruieren k�onnen.Im zweiten Fall erhalten wir (3,4,4,4) (3,4,4,4) { au
h wieder verbunden �uberein 4-E
k { wo wir ebenfalls ni
ht weiterbauen k�onnen. Und im dritten Fallk�onnen wir an einer entstehenden Kante der Form (3,4,4,4)(4,4,3,4) ni
htfortfahren. Somit gibt es mit (IV) keine weiteren Kombinationen.Fangen wir jetzt mit (V) an und nehmen innen einen (3,4,4,4). Jetzthaben wir zwei M�ogli
hkeiten (V) anzubauen: erstens so, dass das 3-E
kvom (3,4,4) auf ein 3-E
k des (3,4,4,4) zeigt, und zweitens, dass das 8-E
k des(4,4,8) auf ein 3-E
k des (3,4,4,4) zeigt. Ersteres ist aber ni
ht m�ogli
h, da wir(3,4,4,4)(3,4,4) { 4-E
ke aufeinander { nur in (II) �nden, deren Kombinationaber s
hon ausges
hlossen wurde. Letzteres ist au
h ni
ht m�ogli
h, da(3,4,4,4)(4,8,4) in dieser Gruppe ni
ht existiert.Betra
hten wir also (VI). Nur mit (X) ist theoretis
h eine Weiterf�uhrungam 3-E
k m�ogli
h. Do
h gibt es in (X) kein (4,4,8), so dass weitere Kombi-nationen mit (VI) ausges
hlossen sind.Also s
hauen wir uns (VII) an: Diese Kantenumgebung k�onnen wir aberau
h ni
ht weiterbauen, da wir zu diesem Radius keine Kantenumgebung mit(3,4,4,4)(4,4,8) haben.Gehen wir also zur n�a
hsten Kantenumgebung: (VIII). Diese erf�ullt dieVoraussetzungen von Lemma 2, da eine Kombination mit (IX) ni
ht m�ogli
hist { dort liegen (4,8,4)(4,8,4) an einem 4-E
k zusammen, hier an einem 8-E
k{ und f�uhrt somit zu einem Biprisma
hor mit p = q = 8.Au
h (IX) kann allein ni
ht benutzt werden, da wir am 3-E
k ni
htweiterbauen k�onnen. Und eine Kombination mit (X) ist au
h ni
ht m�ogli
h,da dann eine Kante mit (3,4,4)(3,8,8) n�otig w�are.Also s
hauen wir uns als letztes (X) an: Am 3-E
k des (3,4,4,4) stehtein (3,4,4) auf seinem 3-E
k, und an einer Kante zwis
hen ihnen liegt einzweites (3,4,4) so, dass dessen 3-E
ke auf 4-E
ke des (3,4,4,4) zeigen. Hierk�onnen wir aber ni
ht weiterkonstruieren, da (4,4,3,4)(3,4,4) in der Gruppeni
ht vorkommt.



78 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN7.2.37 Radius � 1:89364Diese Gruppe f�uhrt eindeutig auf ein 11-antiprismatis
hes Prisma
hor.7.2.38 Radius � 2:04168Hier erhalten wir eindeutig ein 12-antiprismatis
hes Prisma
hor.7.2.39 Radius � 2:12132In dieser Gruppe gibt es die Kantenumgebungen (6,6,3)(4,6,6)(4,6,6) und(3,6,6)(3,6,6)(6,6,4). Setzen wir einen (4,6,6) na
h innen und kleben an alleKanten zwis
hen zwei 6-E
ken die zweite Kantenumgebung, d.h. an alle a
ht6-E
ke ein (3,6,6), so dass si
h bena
hbarte (3,6,6) an einem 3-E
k ber�uhren,dann k�onnen wir no
h se
hs 4-E
ke vom inneren (4,6,6) sehen, die jeweilsvon vier 6-E
ken umgeben sind. Dort hinein passen se
hs (4,6,6), die si
hwieder �uber einige 6-E
ke ber�uhren. Dann �nden wir L�u
ken, in die wieder(3,6,6) passen. Damit bleibt eine letzte L�u
ke �ubrig, die die Form eines (4,6,6)hat [# 32℄. Das so konstruierte Poly
hor ist uniform und somit eines dergesu
hten.7.2.40 Radius � 2:14973Die beiden Kantenumgebungen dieser Gruppe, (3,3,3) (3,8,8) (3,8,8) und(8,8,3) (8,8,3) (8,8,3), ergeben eindeutig den abgestumpften 8-Zeller [# 33℄.Beim 8-Zeller bestehen die Zellen aus (4,4,4), von denen drei pro Kante undvier pro E
ke liegen. S
hneiden wir nun alle E
ken so tief ab, dass aus den(4,4,4) (3,8,8) entstehen, dann liegen jetzt drei (8,8,3) um eine Kante (dieletztere Umgebung) und die E
ken bilden (3,3,3), wobei an deren Kanten dieerstere Kantenumgebung zu �nden ist.7.2.41 Radius � 2:19128Diese Gruppe f�uhrt zum 13-antiprismatis
hen Prisma
hor.7.2.42 Radius � 2:21306Zu dieser Gruppe geh�ort eindeutig ein s
hr�ages dodekaedris
hes Prisma
hor[# 34℄: Angefangen mit einem (3,3,3,3,5) innen legen wir an jedem 3-E
k ein(3,4,4) und an jedem 5-E
k ein (4,4,5). Zum S
hluss legen wir au�en herumno
h einen zweiten (3,3,3,3,5) und komplettieren damit das Poly
hor.



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 797.2.43 Radius � 2:22736Hier �nden wir die Kantenumgebungen (3,4,3,3)(3,3,6)(4,6,6), (3,6,6)(3,6,6)(3,3,3,4) und (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,4). Fangen wir mit der ersten Umge-bung an, d.h. kleben wir einen (3,4,3,3) auf einen (4,6,6) und einen (3,6,6)auf ein bena
hbartes 6-E
k, so dass ein 3-E
k von (3,6,6) auf (3,4,3,3) zeigt.An einem bena
hbarten 6-E
k auf (4,6,6) k�onnen wir na
h der ersten Kan-tenumgebung ein weiteres (3,6,6) anlegen und bekommen dann eine Kanteam (4,6,6) { zwis
hen zwei 6-E
ken { an der no
h ein weiterer (3,6,6) fehlt,um die zweite und dritte Kantenumgebung zu bilden. Bleiben wir weiter beidieser Kante, dann k�onnen wir am dazu bena
hbarten 4-E
k des (4,6,6) einenweiteren (3,4,3,3) ankleben, der si
h mit den drei (3,6,6) zusammenf�ugt. Jetztm�ussen wir an den beiden (3,4,3,3) an den freien 4-E
ken je einen weiteren(4,6,6) ankleben. Diese beiden (4,6,6) ber�uhren mit einem 6-E
k { na
h derersten Kantenumgebung { den dritten, zuletzt eingef�ugten (3,6,6). Da si
hbeim (3,6,6) alle 6-E
k-Paare an einer Kante ber�uhren, m�ussen si
h nun au
hdie beiden letzten (4,6,6) an einer Kante ber�uhren. Dies ist aber in dieserGruppe ni
ht erlaubt.7.2.44 Radius � 2:23607Zu diesem Radius geh�oren die beiden Kantenumgebungen (4,6,4) (6,6,4)(4,6,6) und (4,6,4) (4,4,6) (4,6,6). Setzen wir einen (4,6,6) na
h innen undkleben an einem 6-E
k einen zweiten (4,6,6) so an, dass dessen 4-E
ke anden 6-E
ken des ersten (4,6,6) sto�en. Dann liegen an den freien Kanten zwi-s
hen ihnen na
h der ersten Umgebung nur (4,4,6), die si
h alternierend mit4-E
k/6-E
k an die beiden (4,6,6) legen. Damit bekommen wir drei Kantenmit (4,6,4) (4,6,6) { die Zellen ber�uhren si
h an 4-E
ken { an denen nur je einweiterer (4,6,6) passt. Dann k�onnen alle freien Kanten zwis
hen zwei (4,6,6)wieder mit (4,4,6) aufgef�ullt werden, dana
h wieder (4,6,6) angelegt werdenusw., bis das Poly
hor ges
hlossen ist [# 35℄.7.2.45 Radius � 2:28825Zu dieser Gruppe haben wir a
ht Kantenumgebungen: (I) = (4,4,3)(4,4,4)(4,4,10), (II) = (4,4,3)(4,4,4)(4,10,4)(4,10,4), (III) = (4,4,4)(4,5,4)(4,5,4,3),(IV) = (4,4,3)(4,4,4)(4,4,4)(4,4,5), (V) = (4,4,3)(4,4,4)(4,4,5)(4,4,4), (VI)= (3,4,4) (4,4,4) (3,4,5,4), (VII) = (4,4,4) (4,4,5) (4,4,10) und (VIII) =(4,10,4)(4,10,4)(4,4,10). Fangen wir mit (I) an. Dann muss es eine Kan-tenumgebung mit (3,4,4)(4,10,4) geben; sol
h eine �nden wir aber in dieserGruppe ni
ht. Fangen wir also mit (II) an. Dann muss es eine Kantenumge-



80 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENbung mit (3,4,4)(4,4,10) geben; au
h eine sol
he Umgebung �nden wir ni
htin dieser Gruppe.Nun fangen wir mit (III) an und setzen ein (3,4,5,4) na
h innen. Dannm�ussen wir na
h (III) auf alle 5-E
ken (4,4,5) und auf alle 4-E
ken (4,4,4)kleben. Es entstehen L�u
ken, die nur dur
h (3,4,4) gef�ullt werden k�onnen; wirbenutzen (V) und (VI). Um nun die E
kentransitivit�at zu gew�ahrleisten,muss an alle �au�eren E
ken ein (3,4,5,4). Dies errei
hen wir lei
ht, da die�au�eren Fl�a
hen exakt die glei
he Form haben. Mit einem �au�eren (3,4,5,4)s
hlie�en wir also das Poly
hor [# 36℄.Betra
hten wir jetzt (IV): Dort ber�uhren si
h ein (4,4,5) und ein (3,4,4)so, dass ein 3-E
k und ein 5-E
k an derselben Kante liegen. Hier k�onnenwir aber ni
ht weiterbauen, da es keine entspre
hende Kantenumgebung indieser Gruppe gibt. Ein �ahnli
hes Argument greift au
h, wenn wir mit (VII)anfangen: Hier su
hen wir vergebli
h eine Kantenumgebung mit einem 5- und10-E
k an der gemeinsamen Kante.Beginnen wir mit (V) und versu
hen, diese mit (VI) bis (VIII) zukombinieren, da eine E
kenumgebung mit mit (V) allein ni
ht existiert, weilam 3- und am 5-E
k ni
ht weitergebaut werden kann. Allerdings kann au
hmit (VI) bis (VIII) ni
ht am 5-E
k weitergebaut werden. Aus demselbenGrund kann au
h (VI) weder allein no
h mit (VII) oder (VIII) vorkommen.Glei
hes gilt f�ur (VII).Als letztes s
hauen wir uns (VIII) an. Diese Kantenumgebung entspri
htgenau den Voraussetzungen von Lemma 2 mit p = q = 10 und liefertsomit eindeutig ein Biprisma
hor, denn eine Kombination mit den anderensieben Kantenumgebungen ist ni
ht m�ogli
h: Einige sind dur
h Widerspr�u
heausges
hlossen, andere f�uhren ohne (VIII) eindeutig zu anderen Poly
hora.7.2.46 Radius � 2:34214Aus dieser Gruppe k�onnen wir eindeutig ein 14-antiprismatis
hes Prisma
horkonstruieren.7.2.47 Radius � 2:37093In dieser Gruppe �nden wir die Kantenumgebungen (I) = (4,4,4) (4,4,6)(4,4,3,4) , (II) = (4,4,4) (4,4,6) (4,4,8) , (III) = (4,6,4) (3,6,6) (3,4,4,4) ,(IV) = (6,6,3) (4,6,4) (4,6,8) , (V) = (4,4,4) (4,6,4) (4,6,8) , (VI) = (6,6,3)(4,6,4) (4,4,4) (4,6,4) , (VII) = (4,4,4) (4,8,4) (4,8,6) und (VIII) = (4,6,4)(4,8,4) (6,8,4).



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 81Fangen wir mit (I) an und benennen die zw�olf 4-E
ke des (3,4,4,4) zwi-s
hen 3-E
ken als Kanten-4-E
ke, die anderen se
hs als Fl�a
hen-4-E
ke, ana-log zur Bezei
hnung der Fl�a
hen beim Bes
hneiden des (4,4,4) zum (3,4,4,4).F�ur (I) gibt es zwei M�ogli
hkeiten: Erstens kann der (4,4,4) an einem Kanten-4-E
k des (3,4,4,4) liegen. Damit klebt dann das angrenzende (4,4,6) aneinem Fl�a
hen-4-E
k. Dann ben�otigen wir aber eine Kantenumgebung mit(3,4,4,4)(4,4,4), wel
he in dieser Gruppe ni
ht existiert. Zweitens kann der(4,4,4) auf einem Fl�a
hen-4-E
k und der (4,4,6) auf einem Kanten-4-E
kliegen. Dann k�onnen wir am (4,4,6) die Kantenumgebung (III) anbauen,womit an dem 3-E
k des (3,4,4,4) dann ein (3,6,6) anliegt. Jetzt f�uhren wir (I)und (III) weiter dur
h, immer ein (3,6,6) auf die 3-E
ke des (3,4,4,4), (4,4,4)auf die Fl�a
hen-4-E
ke und (4,4,6) auf die Kanten-4-E
ke, bis alle Fl�a
hendes inneren (3,4,4,4) belegt sind. Damit haben wir an den Kanten des (3,6,6)zwis
hen zwei 6-E
ken (VI) angewendet. Nun k�onnen wir an den no
h freien4-E
ken der se
hs (4,4,4) jeweils ein weiteres (3,4,4,4) { wieder mit einemFl�a
hen-4-E
k { ankleben und die L�u
ken mit (I), (III) und (VI) au��ullen,bis die letzte L�u
ke mit einem letzten (3,4,4,4) ges
hlossen ist [# 37℄.Nun betra
hten wir (II) und dabei genauer eine Kante zwis
hen (4,4,4)und (4,6,4). Hier kann mit (V) nur ein (4,6,8) angelegt werden. Dieser passtdann au
h mit dem (4,8,4) und bildet die Kantenumgebungen (VII) und(VIII). Nehmen wir nun diesen (4,6,8) innen und kleben an allen Fl�a
hendie entspre
henden Prismen (mit (II), (V), (VII) und (VIII)), dann be-kommen wir eine L�u
ke, in die ein zweiter (4,6,8) passt [# 38℄.Versu
hen wir (III) allein oder mit (IV) bis (VIII) zu kombinieren, dannk�onnen wir an einer Kante mit (4,4,3,4) ni
ht weiterkonstruieren. �Ahnli
hesgilt f�ur (IV): Dort bleiben wir an (3,6,6) stehen.F�ur (V), (VI) und (VIII) bekommen wir das Problem, dass wir an(4,4,6) ni
ht weiterbauen k�onnen, und (VII) weist eine Kante mit (4,4,8)auf, an der ebenfalls eine Fortsetzung ni
ht m�ogli
h ist.7.2.48 Radius � 2:49721Zu diesem Radius geh�oren die vier Kantenumgebungen (I) = (3,4,4) (3,4,3,4)(3,3,3,3,3) , (II) = (3,4,4) (3,4,3,4) (3,3,3,5) , (III) = (3,4,4) (3,5,3,3)(4,5,4,3) und (IV) = (4,4,3) (3,4,3,4) (3,4,5,4). Fangen wir mit (I) an,indem wir einen (3,4,3,4) innen setzen und einem seiner 3-E
ke ein (3,3,3,3,3)ankleben. Nun legen wir { na
h (I) { an zwei angrenzenden 4-E
ken auf dem(3,4,3,4) je einen (3,4,4). Dann muss an den beiden Kanten zwis
hen (4,4,3)und (3,4,3,4) na
h (IV) ein (3,4,5,4) anliegen. Dieser w�urde dann aber au
han dem (3,3,3,3,3) ansto�en, was in dieser Gruppe ni
ht erlaubt ist. Also



82 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENfangen wir mit (II) und dort au
h wieder mit einem (3,4,3,4) innen an. Anein 3-E
k kleben wir jetzt ein (3,3,3,5) an und k�onnen mit (II) an zweiKanten zwis
hen (3,4,3,4) und (3,3,3,5) wieder (3,4,4) anlegen. Nun passtmit (III) und (IV) ein (3,4,5,4). Aber auf der anderen Seite des (3,3,3,5)haben wir eine Kantenumgebung mit (3,5,3,3) (3,4,3,4), wel
he wieder ni
htin dieser Gruppe ist. Und (III) und (IV) f�uhren au
h wieder auf diesenWiderspru
h.7.2.49 Radius � 2:52796Na
h kurzem Betra
hten der Kantenumgebungen dieser Gruppe wird so-fort klar, dass hier eindeutig ein stumpfes ikosaedris
hes Prisma
hor heraus-kommt [# 39℄.7.2.50 Radius � 2:61313In dieser Gruppe haben wir die f�unf Kantenumgebungen (I)= (4,4,3)(3,4,4,4)(3,4,4,4), (II) = (3,4,4) (3,4,3,4) (4,4,3,4), (III) = (3,4,4) (3,4,3,4) (4,4,8),(IV) = (4,8,4) (3,8,8) (3,4,3,4) und (V) = (4,4,3) (4,8,4) (8,8,3) (4,8,4).Fangen wir wieder mit (I) an und setzen ein (3,4,4,4) na
h innen. Dannk�onnen wir an allen 3-E
ken der inneren Zelle weitere (3,4,4,4) ankleben. Zwi-s
hen ihnen passen nun (3,4,4) { mit (I) { und zwis
hen jeweils vier (3,4,4){ mit (II) { se
hs (3,4,3,4). Nun k�onnen an den no
h freien 4-E
ken dera
ht �au�eren (3,4,4,4) wieder (3,4,4) und an den dann entstandenen L�u
ken(3,4,3,4) gelegt werden usw. Zum S
hluss s
hlie�t ein letzter (3,4,4,4) das Po-ly
hor [# 40℄. Mit (II) allein oder mit den anderen Kantenumgebungen au�er(I) k�onnen wir kein Poly
hor bauen, da wir an der Kante (3,4,4,4) ste
kenbleiben. Betra
hten wir nun (III) , (IV) und (V): Die gr�o�te dieser Zellenist der (3,8,8), den wir innen hinlegen und na
h (V) an all seinen 8-E
ken(4,4,8) ankleben. An den no
h freien 3-E
ken kleben wir (3,4,3,4) womit wirdie Kantenumgebung (IV) benutzt haben. Jetzt k�onnen wir bena
hbarte(3,4,3,4) mit (3,4,4) verbinden, von denen zwei 4-E
ke auf 4-E
ken der (4,4,8)liegen. Damit benutzen wir nun au
h (III). Jetzt kleben wir an den se
hsfreien 8-E
ken wieder (3,8,8) und zwis
hen ihnen an den freien 4-E
ken der(3,4,4) zw�olf (4,4,8) und benutzen damit au
h (V). Dur
h weiteres Anklebenvon (3,4,3,4), (3,4,4), (4,4,8) und eines weiteren (3,8,8) komplettieren wir dasPoly
hor [# 41℄.



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 837.2.51 Radius � 2:64575Diese Gruppe entsteht vom 24-Zeller dur
h Abs
hneiden der E
ken [# 42℄.Der 24-Zeller besteht aus (3,3,3,3), von denen drei an jeder Kante und se
hsan jeder E
ke zusammenkommen. S
hneiden wir nun die E
ken so tief ab,dass aus dem (3,3,3,3) ein (4,6,6) besteht, dann liegen notwendigerweise drei(6,6,4) um eine Kante. Die abges
hnittenen E
ken bilden nun (4,4,4), wel
hemit zwei (4,6,6) die zweite Kantenumgebung dieser Gruppe darstellen.7.2.52 Radius � 3:00592Zu diesem Radius geh�oren die Kantenumgebungen (4,4,3) (4,8,6) (4,8,6),(6,6,3) (6,8,4) (6,8,4) und (3,4,4) (3,6,6) (4,6,8). Wenn wir mit einem (4,6,8)innen anfangen, dann k�onnen wir an seinen 8-E
ken nur se
hs weitere (4,6,8)kleben, und zwar so, dass 4-E
ke an 4-E
ken und 6-E
ke an 6-E
ken liegen. Andiese 4-E
ke passen dann nur (3,4,4) und an die 6-E
ke (3,6,6), wel
he dannwiederum �uber die 3-E
ke verbunden sind. Dur
h das Anlegen weiterer (3,6,6)und (3,4,4) sowie eines weiteren (4,6,8) au�en s
hlie�en wir das Poly
hor[# 43℄.7.2.53 Radius � 3:01125Dieser Gruppe k�onnen wir das stumpfe dodekaedris
he Prisma
hor zuordnen[# 44℄: Ein (3,10,10) liegt innen, an die 3-E
ke kleben wir (3,4,4), an die10-E
ke (4,4,10) und au�en herum ein weiteres (3,10,10).7.2.54 Radius � 3:07768Hier bilden die Kantenumgebungen (I) = (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,3,3) ,(II) = (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,5) , (III) = (3,5,3,3) (3,3,3,3) (3,5,3,5) ,(IV) = (4,5,4) (4,4,5) (4,5,4,3) und (V) = (4,5,4) (3,5,3,3) (3,4,5,4) eineGruppe. Betra
hten wir zuerst (I) und setzen den (3,3,3,3,3) na
h innen.Dann kleben wir an alle seine 3-E
ke (3,3,3,3). Es entstehen f�ur jede E
ke des(3,3,3,3,3) L�u
ken, die aus jeweils f�unf 3-E
ken um eine E
ke bestehen. Hierpassen { wieder mit (I) { weitere (3,3,3,3,3), die si
h teilweise wieder �uberE
ken ber�uhren. Mit abwe
hselndem Ankleben von (3,3,3,3) und (3,3,3,3,3)s
hlie�en wir das Poly
hor widerspru
hsfrei [# 45℄. Wir k�onnen allerdings injedem S
hritt anstatt eines (3,3,3,3,3) au
h ein (3,3,3,5) nehmen. Diese F�allebetra
hten wir ni
ht im Einzelnen, sondern zeigen, dass (II) allgemein ni
htvorkommen kann: Setzen wir einen (3,3,3,5) na
h innen und kleben an allen3-E
ken na
h (II) (3,3,3,3). Unter dem (3,3,3,5) an einem 5-E
k k�onnen wir



84 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENnun na
h (III) ein (3,5,3,5) oder na
h (V) ein (4,5,4) ankleben. Im erstenFall k�onnen wir dann auf allen 5-E
ken des (3,5,3,5) weitere (3,3,3,5) anlegenund die L�u
ken zwis
hen ihnen mit (3,3,3,3) auff�ullen. Damit gibt es min-destens einen besonderen (3,3,3,3), der drei (3,3,3,5) ber�uhrt. An all diesendrei (3,3,3,5) m�ussen jetzt { wieder na
h (III), da (V) mangels (3,3,3,3)ni
ht m�ogli
h ist { weitere (3,5,3,5) liegen, die �uber einen weiteren (3,3,3,5)mit dem besonderen (3,3,3,3) verbunden sind. Nun muss der zwis
hengelegte(3,3,3,5), damit er eines der drei neuen (3,5,3,5) ber�uhrt, den anderen beidenein 3-E
k zudrehen, kann das aber ni
ht, weil er ni
ht wie der (3,3,3,3) �uber3er-Symmetrie verf�ugt. Im zweiten Fall kleben wir an einem 5-E
k eines(3,3,3,5), an dessen 3-E
ke s
hon �uberall (3,3,3,3) h�angen, ein (4,5,4) an.Dann bekommen wir aber eine Kante mit (3,3,3,3)(3,5,3,3)(4,5,4), wel
heni
ht existiert. Somit k�onnen (II) und (III) ni
ht vorkommen. Bleiben no
h(IV) und (V) �ubrig: Mit (IV) bekommen wir s
hnell einen Widerspru
h,denn kleben wir an ein (3,4,5,4) am 5-E
k ein (4,4,5) und an zwei bena
h-barten Kanten davon na
h (IV) (4,5,4), dann haben wir eine Kante mit(4,5,4) (4,4,5) (4,5,4), wel
he ni
ht existiert. Und kleben wir na
h (V) ein(3,3,3,5) an ein (3,4,5,4) und dazwis
hen ein (4,4,5), dann gibt es eine Kantemit (3,4,5,4) (3,3,3,5), wel
he ebenfalls in dieser Gruppe ni
ht existiert.
7.2.55 Radius � 3:41421Diese Gruppe besteht aus zwei disjunkten Kantenumgebungen. Die ersteist (3,4,3,3)(3,4,3,4)(3,3,3,4). Nehmen wir die gr�o�te Zelle, den (3,4,3,4),und w�ahlen darauf ein 3-E
k aus. An diesem liegen drei 4-E
ke, an denenna
h der Kantenumgebung nur (3,4,3,3) liegen k�onnen. Dann muss auf demausgew�ahlten 3-E
k au
h ein (3,4,3,3) liegen, der mit den ersten drei (3,4,3,3)die gegebene Umgebung liefert. Dies ist aber ni
ht m�ogli
h, da (3,4,3,3) ni
ht�uber die 3er-Symmetrie des (3,4,3,4) verf�ugt.Die zweite Kantenumgebung dieser Gruppe ist (8,8,3) (3,8,8) (3,8,8).Fangen wir mit einem (3,8,8) innen an und kleben an allen a
ht 3-E
kenweitere (3,8,8). Dann passen in die L�u
ken, also auf die 8-E
ke der innerenZelle, weitere (3,8,8); es wird nur die angegebene Kantenumgebung benutzt.Dann liegen an den jetzt no
h freien 3-E
ken der ersten a
ht (3,8,8) s
honje ein weiterer (3,8,8) mit einem 8-E
k am freien 3-E
k; darauf passen aufeindeutige Weise weitere (3,8,8). Dieses Konstruktion f�uhrt somit eindeutigzu einem uniformen Poly
hor [# 46℄.



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 857.2.56 Radius � 3:49895Zu dieser Gruppe geh�oren die a
ht Kantenumgebungen (I) = (3,4,4)(4,4,6)(3,4,4,4), (II) = (4,8,4)(4,4,6)(4,8,6), (III) = (4,4,3)(4,6,4)(4,6,8), (IV) =(4,4,3)(4,6,4)(6,6,4)(4,6,4), (V) = (4,6,4)(6,6,4)(4,6,8), (VI) = (4,6,4)(4,6,6)(4,4,3,4), (VII) = (4,6,4)(4,6,6)(4,4,8) und (VIII) = (4,8,4)(4,6,6)(6,8,4).Fangen wir mit (I) an und legen (3,4,4,4) ins Innere. Dann k�onnen wiran allen 3-E
ken (3,4,4) und an allen 4-E
ken, die zwei 3-E
ke an Kantenber�uhren, je ein (4,4,6) so ankleben, dass deren 4-E
ke mit denen der (3,4,4)zusammenfallen. Auf die restli
hen 4-E
ke des (3,4,4,4) passen nun { mit(IV) und (VI) { (4,6,6). Dann erhalten wir L�u
ken, die aus 3-E
ken umgebenvon je se
hs 4-E
ken (drei an den Kanten, drei weitere an den E
ken) be-stehen; hier passen { wieder mit (I), (IV) und (VI) { weitere (3,4,4,4),denen dann wieder (3,4,4), (4,4,6) und (4,6,6) gefolgen. Diese Konstruktionf�uhrt zu einem der gesu
hten uniformen Poly
hora [# 47℄. Fangen wir hin-gegen mit (II) an und setzen (4,6,8) fest ins Innere, dann k�onnen wir anallen 8-E
ken (4,4,8) und an allen 4-E
ken (4,4,6) so ankleben, dass deren4-E
ken auf die 4-E
ken der (4,4,8) zeigen. Nun passen auf die no
h freien6-E
ken des (4,6,8) na
h (V), (VII) und (VIII) genau (4,6,6). An die jetztfreien 8-E
ken der (4,4,8) kommen weitere (4,6,8), so dass deren 6-E
ke mitden (4,6,6) zusammenfallen. Dann kommen weitere (4,4,6), (4,6,6), (4,4,8)und (4,6,8), bis si
h das Poly
hor s
hlie�t [# 48℄. Die Kantenumgebung(III) kann ni
ht vorkommen, da diese am (3,4,4) dann eine Kantenumge-bung mit (3,4,4)(4,8,6) ben�otigen w�urde, es diese aber in der Gruppe ni
htgibt. Betra
hten wir (IV) kombiniert mit si
h selbst oder mit (V) bis (VIII),dann k�onnen wir am 3-E
k ni
ht weiterbauen. (V), (VI) und (VII) f�uhrenzu einer Kante mit (4,4,6), die allerdings { mit (I) und (II) { s
hon betra
htetwurden. Und (VIII) allein kann ni
ht vorkommen, da wir eine Konstruktionbei (4,4,8) ni
ht fortf�uhren k�onnen.7.2.57 Radius � 3:68137In dieser Gruppe kommt nur die Kantenumgebung (5,5,5)(5,5,5)(5,5,5) vorund wir wissen, dass diese allein eindeutig zum regelm�a�igen 120-Zeller f�uhrt[# 49℄.7.2.58 Radius � 3:83513F�ur diesen Radius gibt es die vier Kantenumgebungen (I) = (4,4,4) (4,4,6)(4,4,10), (II) = (4,4,4)(4,6,4)(4,6,10), (III) = (4,4,4)(4,10,4)(4,10,6) und(IV) = (4,6,4)(4,10,4)(6,10,4). Angefangen mit (I) kann an die 10-E
ke



86 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENvon (4,4,10) nur je ein (4,6,10) so angelegt werden, dass an den Kantender 10-E
ke die Kantenumgebungen (III) und (IV) vorkommen. Da aberim (4,6,10) au
h 4- und 6-E
ke zusammensto�en, stimmt au
h die Kanten-umgebung (II). Entlang der Ober
�a
he eines (4,6,10) wird also eine S
hi
ht4-, 6- und 10-Prismen geklebt, die mit der Ober
�a
he des zweiten (4,6,10)zusammenfallen. Somit ist diese Konstruktion widerspru
hsfrei [# 50℄.7.2.59 Radius � 4:29945In dieser Gruppe gibt es drei Kantenumgebungen: (I) = (4,4,3)(4,6,8)(4,6,8),(II) = (3,4,4)(3,8,8)(4,8,6) und (III) = (8,8,3)(6,8,4)(6,8,4). Angefangen mit(I) erhalten wir zwei Kanten mit (3,4,4) und (4,8,6), an die na
h (II) nur jeein (3,8,8) passt und die die neuen Kantenumgebungen (8,8,3)(6,8,4)(6,8,4){ (III) { bilden. Jetzt k�onnen an den entstehenden Kanten (4,6,8)(4,6,8) {verbunden dur
h das 6-E
k { wieder (3,4,4) gesetzt werden, an die wiederein weiterer (4,6,8) und ein (3,8,8) passen usw. Diese Konstruktion ist wider-spru
hsfrei und f�uhrt zu einem der gesu
hten uniformen Poly
hora [# 51℄.7.2.60 Radius � 4:53457Diese Gruppe besteht nur aus der Kantenumgebung (3,3,3)(3,5,3,5)(3,5,3,5).Fangen wir mit einem (3,5,3,5) an und legen an alle 3-E
ke ein (3,3,3). Dannpassen an den freistehenden 5-E
ken wieder (3,5,3,5), die au
h mit den (3,3,3)wieder zur glei
hen Kantenumgebung f�uhren. Jetzt k�onnen wieder an diefreien 3-E
ke (3,3,3) gelegt werden usw. Wie man s
hnell sieht, f�uhrt dieseKonstruktion widerspru
hsfrei zu einem uniformen Poly
hor [# 52℄.7.2.61 Radius � 4:64352Diese Gruppe hat sieben Kantenumgebungen: (I)= (6,6,3)(6,6,3)(6,6,5), (II)= (3,6,6)(3,6,6)(3,3,3,3,3), (III) = (3,6,6)(3,6,6)(3,3,3,5), (IV) = (3,5,3,3)(3,6,6)(5,6,6), (V) = (6,6,3)(6,6,5)(6,6,5), (VI) = (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,5)und (VII) = (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,3).Angefangen mit (I) kann zwis
hen (5,6,6) und (3,6,6) { na
h (IV) { nurein (3,5,3,3) liegen. Da aber an (I) drei Zellen liegen, (3,5,3,3) aber vierFl�a
hen pro E
ke hat, kann hier ni
ht weiterkonstruiert werden.Fangen wir mit (II) an und kleben an alle 3-E
ke des (3,3,3,3,3) jeein (3,6,6), dann entstehen Kantenumgebungen (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3)(6,6,3), die mit (VII) erlaubt sind. An den freien 3-E
ken der (3,6,6) passennun wieder (3,3,3,3,3) { mit der Kantenumgebung (II) { und an diesen wieder



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 87(3,6,6) usw. Diese Konstuktion f�uhrt widerspru
hsfrei zu einem Poly
hor[# 53℄.Beginnen wir mit (III), dann k�onnen wir an allen 3-E
ken des (3,3,3,5)je ein (3,6,6) anlegen. Die dabei neuentstehenden Kantenumgebungen habendrei aufeinander folgende (6,6,3); es kommen also nur (VI) und (VII) inFrage. Da aber na
h (IV) am 5-E
k des (3,3,3,5) nur ein (5,6,6) liegen kann,kommt nur (VI) { und ni
ht (VII) { mit (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,5) vor.Stellen wir uns den (5,6,6) nun unten liegend vor mit einem 6-E
k oben,kleben an den oberen drei 5-E
ken (3,3,3,5), an den oberen vier 6-E
ken(3,6,6) und zus�atzli
h an den drei oberen Kanten zwis
hen den 6-E
ken jeeinen weiteren (3,6,6) an, so bekommen wir wegen der 3er-Symmetrie des(3,6,6) ganz oben ein 3-E
k, an dem an jeder Kante wieder ein 3-E
k { vombena
hbarten (3,6,6) { liegt. Laut Konstruktion m�usste am mittleren 3-E
kein (3,3,3,5) liegen. Dann gibt es aber eine Kante mit (3,6,6)(3,6,6)(3,5,3,3),die weder als 3- no
h als 4- oder 5-Zellen-Kantenumgebung in dieser Gruppeexistiert. Damit kann aber au
h mit (IV) oder (VI) keine widerspru
hsfreieKonstruktion entstehen.Und fangen wir mit (V) an, dann erhalten wir glei
h im ersten S
hritt eineKante mit den Zellen (5,6,6) und (5,6,6) { die mit den 5-E
ken aneinanderliegen. Au
h sol
h eine Kantenumgebung existiert in dieser Gruppe ni
ht.Zu guter Letzt kann (VII) allein ebenfalls ni
ht vorkommen, da wir anden 3-E
ken der (3,6,6) ni
ht weiterbauen k�onnen.7.2.62 Radius � 5:16991Zu dieser Gruppe geh�oren die beiden Kantenumgebungen (I) = (4,6,4)(4,4,6)(4,6,8) und (II) = (4,6,4)(6,8,4)(4,8,6). Beginnen wir mit einem (4,6,8) undkleben an jedes 6-E
k ein (6,4,4), so k�onnen wir na
h (I) an den 4-E
ken des(4,6,8) nur no
h je ein (4,4,6) anlegen, so dass deren 6-E
ke an den 8-E
kendes (4,6,8) ansto�en. Zusammen mit den 4-E
ken der (6,4,4), die auf den6-E
ken des (4,6,8) liegen, bekommen wir L�u
ken, in denen je ein weiterer(4,6,8) derart passt, dass er zum ersten (4,6,8) verdreht ist, seine 4-E
ke alsomit den 6-E
ken des ersten an Kanten zusammensto�en und umgekehrt. Esentstehen die Kantenumgebungen (4,6,4)(6,8,4)(4,8,6), die mit (II) erlaubtsind, und (4,6,4)(4,4,6)(4,6,8), die wiederum als (I) in der Gruppe zu �ndensind. An den angef�ugten (4,6,8) k�onnen nun wieder (4,4,6) { jeweils mit 4-oder 6-E
k { angebra
ht werden, an den L�u
ken gedrehte (4,6,8) usw. DieseKonstruktion f�uhrt also zu einem uniformen Poly
hor [# 54℄.



88 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGEN7.2.63 Radius � 5:23607Diese Gruppe besteht aus se
hs Kantenumgebungen, die nun dur
hnumme-riert werden: (I) = (4,4,3) (4,5,4) (4,5,4,3), (II) = (4,5,4) (5,5,5) (4,5,4,3),(III) = (4,4,3) (4,5,4) (5,5,5) (4,5,4), (IV) = (3,3,3) (3,4,4) (3,4,5,4), (V)= (3,4,4) (4,4,5) (3,4,5,4) und (VI) = (3,3,3) (3,4,4) (4,4,5) (3,4,4).Fangen wir mit (I) an, dann ist zwis
hen (3,4,4) und (3,4,5,4) { verbun-den �uber ein 4-E
k, die hier deshalb unterstri
hen sind { nur (IV)mit (3,3,3)m�ogli
h. Dana
h passt zwis
hen (3,3,3) und (3,4,5,4) nur (IV) mit (3,4,4),damit die L�u
ke zum (4,5,4) von der Anfangskantenumgebung ges
hlossenwird. Dadur
h ergibt si
h die neue Kantenumgebung (4,4,5)(3,4,4)(3,3,3)(3,4,4), die mit (VI) erlaubt ist. Nun existiert eine Kante an den Zellen(4,4,3) und (4,5,4), an der wiederum entweder ein (4,5,4,3) { na
h (I) { oderna
h (III) die Zellen (4,5,4) und (5,5,5) passen. Im ersten Fall gibt es dannaber wegen der 3er-Symmetrie des (3,4,4) eine Kante mit zwei (4,5,4,3); diesegibt es in dieser Gruppe ni
ht. Im zweiten Fall ist die E
kentransitivit�atgebro
hen, da an der ersten E
ke { die obere E
ke der Kante der erstenUmgebung { kein (5,5,5) anlag, diese Zelle jetzt aber benutzt wird und somitan mindestens einer anderen E
ke sitzt.Beginnen wir mit (II), dann kann na
h (V) zwis
hen (4,4,5) und (4,3,4,5)nur ein (3,4,4) liegen. Zwis
hen diesem und dem (3,4,5,4) der ersten Kan-tenumgebung geht dann { au
h wieder na
h (V) { nur ein (4,4,5). Mit(III) existiert dann au
h die erhaltene Kantenumgebung (4,4,3)(4,5,4)(5,5,5)(4,5,4). Weiter passt zwis
hen (5,5,5) und (4,5,4) { na
h (II) { und zwis
hen(3,4,4) und (4,4,5) { na
h (V) { nur wieder je ein (3,4,5,4). Nun ergibt si
ham 3-E
k vom ersten (3,4,5,4), das am ersten (4,4,5) liegt, ein Problem: Dortmuss analog ein (3,4,4) liegen, daneben ein weiteres (4,4,5) und somit einweiteres (3,4,5,4). Jetzt gibt es aber eine Kantenumgebung mit zwei (3,4,5,4)und einem (5,5,5), die in dieser Gruppe ni
ht vorkommt.Fangen wir also mit (III) an, dann passt zwis
hen (5,5,5) und (4,5,4)entweder na
h (I) ein (4,5,4,3), was aber, wie s
hon gesehen, zu einem Wi-derspru
h f�uhrt, oder na
h (III) zwei weitere Zellen (4,5,4) und (4,4,3). Derzweiten M�ogli
hkeit folgend erhalten wir nun na
h (VI) (3,4,4)(3,3,3)(3,4,4)(4,4,5). Jetzt kann an den Kanten, die ni
ht zum ersten (5,5,5) geh�oren undzwis
hen (4,5,4) und (4,4,3) liegen, entweder na
h (I) ein (3,4,5,4) liegen,was ja aber zum Widerspru
h f�uhrt, oder na
h (III) die Zellen (4,5,4) und(5,5,5). Die letztere M�ogli
hkeit f�uhrt zu einer Konstruktion ohne Wider-spru
h, da nun an den (3,3,3) wieder (3,4,4) anliegen k�onnen und die neuenKantenumgebungen na
h (III) und (VI) existieren [# 55℄.



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 89Die Kantenumgebung (IV) kann weder allein no
h mit (V) oder (VI)vorkommen, da wir in diesen drei Umgebungen keine Kante mit (4,4,3)�nden.Nun m�ussen wir no
h die Kantenumgebung (V) betra
hten: Fangen wirmit einem (3,4,5,4) an und legen an alle Fl�a
hen um ein 5-E
k herum ab-we
hselnd (3,4,4) und (4,4,5) an, so dass erstere auf den 3-E
ken, letztereauf den 4-E
ken des (3,4,5,4) liegen und alle Kantenumgebungen zwis
henje drei Zellen wie in (V) sind. Jetzt passt na
h (II) auf das freie 5-E
k nurein (5,5,5) und es entstehen f�unf Umgebungen (5,5,5)(5,4,4)(4,4,3)(5,4,4),die na
h (III) erlaubt sind. Jetzt muss na
h der E
kentransitivit�at an jedes(3,4,4), das am (5,5,5) anliegt, ein (3,4,5,4) { mit (V) und (II) { anliegen.Somit haben wir Kanten am (5,5,5), an denen zwei (3,4,5,4) anliegen; sol
heKantenumgebung gibt es aber in dieser Gruppe ni
ht.Und (VI) ist allein ebenfalls ni
ht m�ogli
h, da es keine Konstruktions-vors
hrift f�ur die 5-E
ke gibt.7.2.64 Radius � 6:07359Dieser Gruppe geh�oren die Kantenumgebungen (4,5,4)(3,4,3,4)(3,5,3,5) und(4,4,5)(3,4,3,4)(3,4,3,4) an. Setzen wir ein (3,5,3,5) na
h innen und klebenan alle 5-E
ke ein (4,4,5) und an alle 3-E
ke ein (3,4,3,4). Dann sto�en die(4,4,5) �uber 4-E
ke an die (3,4,3,4) und bilden mit dem (3,5,3,5) die ersteKantenumgebung. Au�erdem ber�uhren si
h au
h bena
hbarte (3,4,3,4) an3-E
ken und bilden mit den (4,4,5) die zweite Kantenumgebung. Jetzt k�onnenwir an allen (4,4,5) eine weitere S
hi
ht (3,5,3,5) anbringen, wobei zwis
henbena
hbarten (3,5,3,5) genau ein (4,4,5) passt. Dann entstehen L�u
ken, indie wieder (3,4,3,4) passen usw. Diese Konstruktion f�uhrt eindeutig undwiderspru
hsfrei zu einem uniformen Poly
hor [# 56℄.7.2.65 Radius � 6:73503F�ur diesen Radius gibt es die Kantenumgebungen (4,4,3)(4,5,4,3)(4,5,4,3)und (3,4,4)(3,3,3,3)(3,4,5,4). Fangen wir wieder mit der gr�o�ten Zelle, dem(3,4,5,4), innen an und kleben an alle 5-E
ke weitere (3,4,5,4). Zwis
hen den4-E
ken passen { na
h der ersten Umgebung { nun (3,4,4). Damit ber�uhrensi
h bena
hbarte (3,4,5,4) der ersten S
hi
ht dann au
h an 5-E
ken. Somitliegen immer vier (3,4,5,4) mit ihren 3-E
ken um L�u
ken herum, an denenau
h jeweils vier (3,4,4) ihre 3-E
ke haben. Hier passen also nur (3,3,3,3), wasmit der zweiten Kantenumgebung au
h erlaubt ist. Jetzt k�onnen wir au�enzwis
hen den (3,4,5,4) der ersten S
hi
ht wieder (3,4,4) und (3,3,3,3) anf�ugen,



90 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENdana
h eine weitere S
hi
ht (3,4,5,4), dann wieder (3,4,4) und (3,3,3,3) usw.,bis si
h das Poly
hor s
hlie�t [# 57℄.7.2.66 Radius � 7:57963In dieser Gruppe �nden wir die Umgebungen (3,6,6)(3,6,6)(6,6,5) und (6,6,3)(5,6,6)(5,6,6). Kleben wir an ein (5,6,6) an all seinen 5-E
ken weitere (5,6,6),dann passen in die L�u
ken dazwis
hen genau (3,6,6) so hinein, dass si
hbena
hbarte (3,6,6) an 3-E
ken ber�uhren und immer f�unf (3,6,6) zyklis
h umein 5-E
k liegen. Hierbei haben wir nur die beiden m�ogli
hen Kantenumge-bungen benutzt. F�uhren wir diese Konstruktion jetzt weiter, dann kommenwir zu einem der gesu
hten uniformen Poly
hora [# 58℄.7.2.67 Radius � 8:21833Dieser Radius geh�ort zum stumpfen 120-Zeller [# 59℄. Der 120-Zeller bestehtaus (5,5,5), von denen drei um eine Kante und vier um eine E
ke liegen.S
hneiden wir vom 120-Zeller alle E
ken so weit ab, dass aus den (5,5,5)(3,10,10) werden, dann liegen nat�urli
h immer no
h drei (3,10,10) um eineKante. Die abges
hnittenen E
ken bilden (3,3,3), die zusammen mit zwei(3,10,10) die zweite Kantenumgebung bilden.7.2.68 Radius � 8:27895Diese Gruppe besteht aus den Kantenumgebungen (4,5,4)(4,4,6)(4,5,4,3),(4,6,4)(3,6,6)(3,4,5,4) und (6,6,3)(4,6,4)(4,4,5)(4,6,4). Fangen wir mit derersten Kantenumgebung an und betra
hten die neue Kante zwis
hen (4,6,4)und (4,3,4,5), dann k�onnen wir dort nur mit einem (3,6,6) eine m�ogli
he,n�amli
h die zweite Kantenumgebung erhalten. An der entstandenen Kantezwis
hen (3,4,5,4) und (3,6,6) passt dann nur ein (4,6,4) (erste Kantenum-gebung), damit die L�u
ke zum (4,5,4) von der Anfangsumgebung gef�ulltwird. Nun ist die Kantenumgebung (6,6,3)(4,6,4)(4,4,5)(4,6,4) entstanden,die mit der dritten erlaubten Umgebung dieser Gruppe �ubereinstimmt. DieseKonstruktion l�asst si
h in alle Ri
htungen widerspru
hsfrei weiterf�uhren undergibt deshalb ein gesu
htes uniformes Poly
hor [# 60℄.7.2.69 Radius � 9:12410Zu diesem Radius geh�oren die drei Kantenumgebungen (4,5,4)(4,6,6)(5,6,6),(6,6,4)(6,6,4)(6,6,5) und (4,4,5)(4,6,6)(4,6,6). Setzen wir einen (5,6,6) insInnere und kleben an alle 5-E
ke (4,5,4) und an alle 6-E
ke (4,6,6). Dann



7.2. EINZELBETRACHTUNG DES RESTS 91ber�uhren si
h bena
hbarte (4,6,6) an 6-E
ken. Hierbei haben wir alle dreiKantenumgebungen benutzt. Nun sehen wir an allen (4,4,5) au�en L�u
ken,die ein 5-E
k in der Mitte und f�unf 6-E
ke darum herum haben. Hier passenweitere (5,6,6) hinein. Zwis
hen diesen passen dann weitere (4,4,5) und (4,6,6)usw. Au
h diese Konstruktion f�uhrt eindeutig zu einem uniformen Poly
hor[# 61℄.7.2.70 Radius � 9:74461Hier �nden wir die drei Kantenumgebungen (I) = (4,4,3) (4,10,4) (10,10,3)(4,10,4), (II) = (4,10,4) (3,4,3,4) (3,10,10) und (III) = (3,4,4) (3,4,3,4)(4,4,10). Fangen wir mit (I) und da mit einem (3,10,10) innen an. An allenseinen 10-E
ken liegen dann (4,4,10) und zwis
hen diesen (3,4,4) mit deren4-E
ken auf denen der (4,4,10). Damit bekommen wir an der inneren ZelleL�u
ken, die innen ein 3-E
k, dann drei 4-E
ke und zwis
hen diesen wieder3-E
ke haben. Hier passen zusammen mit (II) und (III) nur (3,4,3,4). Jetztk�onnen an den �au�eren 10-E
ken der ersten S
hi
ht (4,4,10) weitere (3,10,10)angebra
ht werden, bei denen bena
hbarte �uber weitere (4,4,10) verbundensind. Es bilden si
h wieder L�u
ken, in die (3,4,4) und (3,4,3,4) passen usw.Diese Konstruktion s
hlie�t si
h widerspru
hsfrei [# 62℄.7.2.71 Radius � 11:25211In dieser Gruppe gibt es die drei Kantenumgebungen (4,4,3)(4,10,6)(4,10,6),(6,6,3) (6,10,4) (6,10,4) und (3,4,4) (3,6,6) (4,6,10). Fangen wir mit einem(4,6,10) innen an und konstruieren die erste Kantenumgebung an allen 10-E
ken, d.h. wir kleben an alle 10-E
ke einen weiteren (4,6,10) in der Art, dassdie 4- und 6-E
ke jeweils aufeinander zeigen, und dazwis
hen auf den 4-E
kendes inneren (4,6,10) in passender Orientierung (3,4,4). Dann bekommen wirL�u
ken in der Form, dass innen ein 6-E
k liegt, an dem drei 3- und drei6-E
ke liegen; hier passen nur (3,6,6) hinein, was au
h mit der zweiten unddritten Kantenumgebung nur m�ogli
h ist. Au�en an diesen (3,6,6) sind jetztno
h L�u
ken f�ur weitere (3,4,4). Dann k�onnen wir au�en weitere (4,6,10),(3,6,6) und (3,4,4) anf�ugen, bis das Poly
hor ges
hlossen ist [# 63℄.7.2.72 Radius � 12:78665Zu diesem Radius geh�oren die vier Kantenumgebungen (I) = (4,10,4)(4,4,6)(4,10,6), (II) = (4,10,4)(4,6,6)(6,10,4), (III) = (4,6,4)(6,6,4)(4,6,10) und(IV) = (4,6,4)(4,6,6)(4,4,10). Beginnen wir mit einem (4,6,10) innen. Na
hden vier Kantenumgebungen passen auf dessen 10-E
ke nur (4,4,10). Dann



92 KAPITEL 7. ELIMINATION UNM�OGL. KANTENUMGEBUNGENsind mit (I) die (4,4,6) auf den 4-E
ken der inneren Zelle und mit (II),(III) und (IV) die (4,6,6) auf den 6-E
ken festgelegt. Nun passen auf denAu�enseiten der (4,4,10) weitere (4,6,10), die dann au
h mit den s
hon vor-handenen (4,4,6) und (4,6,6) zusammenfallen. Jetzt k�onnen wir mit den vierKantenumgebungen zwis
hen den neuen (4,6,10) weitere (4,4,6) und (4,6,6)anf�ugen, an den freien 10-E
ken weitere (4,4,10) usw. Au
h diese Konstruk-tion f�uhrt widerspru
hsfrei zu einem uniformen Poly
hor [# 64℄.7.3 Zusammenfassung der m�ogli
hen unifor-men Poly
horaDur
h die Einzelbetra
htungen der restli
hen 72 Gruppen bekommen wirneben den E
kenumgebungen der antiprismatis
hen und Biprisma
hora 64m�ogli
he E
kenumgebungen von Poly
hora. Da uniforme Poly
hora �uberE
kentransitivit�at verf�ugen und wir bei den Einzelbetra
htungen keine E
ken-umgebung gefunden haben, die zu vers
hiedenen Poly
hora f�uhrt, bes
hreibendie gefundenen E
kenumgebungen die gesu
hten Poly
hora eindeutig. DieExistenz folgt im n�a
hsten Kapitel.# E
kenumgebung1 3 (3,3,3)2 8 (3,3,3); um jede Kante vier Zellen.3 2 (3,3,3), 3 (3,3,3,3). Die beiden (3,3,3) ber�uhren si
h nur an einerE
ke.4 1 (3,3,3), 3 (3,4,4)5 1 (3,3,3,3), 4 (3,4,4)6 4 (4,4,4)7 6 (3,3,3,3); um jede Kante drei Zellen.8 2 (3,3,3), 6 (3,4,4). Die (3,3,3) ber�uhren si
h nur an einer E
ke, die(3,4,4) jeweils an 4-E
ken.9 1 (3,3,3,3,3), 5 (3,4,4)10 2 (4,4,4), 2 (3,4,4), 1 (3,4,3,4). Die (4,4,4) bzw. die (3,4,4) ber�uhrensi
h nur an einer Kante.11 2 (3,4,3,4), 2 (3,4,4), 1(3,3,3,3). Die (3,4,3,4) ber�uhren si
h an einem3-E
k, die (3,4,4) nur an einer E
ke.12 2 (3,3,3), 3 (3,4,3,4). Die (3,4,3,4) ber�uhren si
h an 4-E
ken, die(3,3,3) an einer E
ke.13 1 (3,3,3), 3 (3,6,6). Die (3,6,6) ber�uhren si
h an 6-E
ken.14 1 (3,6,6), 1 (3,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) ber�uhren si
h an einem4-E
k.



7.3. ZUSAMMENFASSUNG DER M�OG. UNIFORMEN POLYCHORA 93# E
kenumgebung15 4 (3,6,6). Jeweils zwei Zellen ber�uhren si
h an einem 3-E
k, beide3-E
ke ber�uhren si
h nur an einer E
ke.16 1 (3,3,3,3,4), 1 (4,4,4), 4 (3,4,4)17 4 (4,4,4), 3 (3,4,4), 1 (3,3,3). Die (4,4,4) ber�uhren si
h an 4-E
ken,der (3,3,3) die drei (4,4,4) nur an Kanten.18 1 (3,4,4,4), 1 (3,4,4), 3 (4,4,4)19 1 (5,5,5), 3 (4,4,5)20 1 (3,3,3,3), 4 (3,6,6). Die (3,6,6) ber�uhren si
h alle an einer Kante,bena
hbarte sogar an 6-E
ken.21 1 (3,4,3,4), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) ber�uhren si
hnur an einer Kante, der (3,4,4) und der (3,6,6) ebenfalls.22 5 (3,3,3), 3 (3,3,3,3,3). Die drei (3,3,3,3,3) liegen um ein (3,3,3)herum und ber�uhren si
h an 3-E
ken.23 12 (3,3,3), 2 (3,3,3,5). Die (3,3,3,5) ber�uhren si
h an den 5-E
ken.An anderen Kanten gibt es je f�unf (3,3,3).24 20 (3,3,3). Jeweils f�unf (3,3,3) liegen um eine Kante.25 1 (4,6,6), 1 (4,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) ber�uhren si
h an einem4-E
k.26 1 (3,5,3,5), 2 (3,4,4), 2 (4,4,5). Die (3,4,4) bzw. die (4,4,5) ber�uhrensi
h nur an einer Kante.27 3 (3,4,3,4), 2 (4,4,4). Die (4,4,4) ber�uhren si
h nur an einer E
ke,die (3,4,3,4) an 3-E
ken.28 2 (4,6,6), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4). Die (4,6,6) ber�uhren si
h an einem6-E
k.29 1 (3,8,8), 1 (3,4,4), 2 (4,4,8). Die (4,4,8) ber�uhren si
h an einem4-E
k.30 2 (3,4,4,4), 1 (3,3,3,3), 2 (3,4,4). Die (3,4,4,4) ber�uhren si
h aneinem 4-E
k, die (3,4,4) nur an einer E
ke.31 2 (3,3,3,3), 8 (3,4,4). Die (3,3,3,3) ber�uhren si
h nur an einer E
ke.32 2 (4,6,6), 2 (3,6,6). Die (4,6,6) ber�uhren si
h an einem 4-E
k, die(3,6,6) an einem 3-E
k.33 3 (3,8,8), 1 (3,3,3). Die (3,8,8) laufen mit ihren 8-E
ken um eineKante.34 1 (3,3,3,3,5), 4 (3,4,4), 1 (4,4,5)35 2 (4,6,6), 2 (4,4,6). Die (4,6,6) ber�uhren si
h an einem 6-E
k, die(4,4,6) an einem 4-E
k.36 1 (3,4,5,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,4), 1 (4,4,5). Die (4,4,4) ber�uhren si
hnur an einer Kante.37 1 (3,4,4,4), 1 (3,6,6), 2 (4,4,6), 1 (4,4,4). Die (4,4,6) ber�uhren si
hnur an einer Kante.
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kenumgebung38 1 (4,6,8), 1 (4,4,4), 1 (4,4,6), 1 (4,4,8)39 1 (5,6,6), 1 (4,4,5), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) ber�uhren si
h an einem4-E
k.40 2 (3,4,4,4), 1 (3,4,3,4), 2 (3,4,4). Die (3,4,4,4) ber�uhren si
h aneinem 3-E
k, die (3,4,4) nur an einer E
ke.41 1 (3,8,8), 1 (3,4,3,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,8). Die (4,4,8) ber�uhren si
hnur an einer Kante.42 3 (4,6,6), 1 (4,4,4). Je zwei (4,6,6) ber�uhren si
h an 6-E
ken.43 2 (4,6,8), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4). Die (4,6,8) ber�uhren si
h an einem8-E
k.44 1 (3,10,10), 1 (3,4,4), 2 (4,4,10). Die (4,4,10) ber�uhren si
h aneinem 4-E
k.45 2 (3,3,3,3,3), 5 (3,3,3,3). Die (3,3,3,3,3) ber�uhren si
h nur an einerE
ke.46 4 (3,8,8)47 1 (4,6,6), 1 (3,4,4,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) ber�uhren si
hnur an einer Kante.48 1 (4,6,8), 1 (4,6,6), 1 (4,4,6), 1 (4,4,8). (4,4,6) und (4,6,6) ber�uhrensi
h an einem 6-E
k.49 4 (5,5,5)50 1 (4,6,10), 1 (4,4,4), 1 (4,4,6), 1 (4,4,10)51 2 (4,6,8), 1 (3,8,8), 1 (3,4,4). Die (4,6,8) ber�uhren si
h an einem6-E
k, der (3,8,8) und der (3,4,4) am 3-E
k.52 3 (3,5,3,5), 2 (3,3,3). Die (3,3,3) ber�uhren si
h nur an einer E
ke,die (3,5,3,5) jeweils an einem 5-E
k.53 1 (3,3,3,3,3), 5 (3,6,6). Alle (3,6,6) umlaufen eine Kante, und Na
h-barn ber�uhren si
h dabei an 6-E
ken.54 2 (4,6,8), 2 (4,4,6). Die (4,6,8) ber�uhren si
h an einem 8-E
k, die(4,4,6) an einem 4-E
k.55 1 (5,5,5), 1 (3,3,3), 3 (3,4,4), 3 (4,4,5). (5,5,5) und (3,3,3) ber�uhrensi
h nur an einer E
ke, (3,4,4) und (4,4,5) an 4-E
ken.56 1 (3,5,3,5), 2 (3,4,3,4), 2 (4,4,5). Die (3,4,3,4) ber�uhren si
h aneinem 3-E
k, die (4,4,5) nur an einer E
ke.57 2 (3,4,5,4), 1 (3,3,3,3), 2 (3,4,4). Die (3,4,5,4) ber�uhren si
h aneinem 5-E
k, die (3,4,4) nur an einer E
ke.58 2 (5,6,6), 2 (3,6,6). Die (5,6,6) ber�uhren si
h an einem 5-E
k, die(3,6,6) an einem 3-E
k.59 3 (3,10,10), 1 (3,3,3). Je zwei (3,10,10) ber�uhren si
h an einem10-E
k.60 1 (3,4,5,4), 1 (3,6,6), 2 (4,4,6), 1 (4,4,5). Die (4,4,6) ber�uhren si
h
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kenumgebungnur an einer Kante, (4,4,5) und (4,4,6) an 4-E
ken.61 1 (5,6,6), 2 (4,6,6), 1 (4,4,5). Die (4,6,6) ber�uhren si
h an einem6-E
k.62 1 (3,10,10), 1 (3,4,3,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,10). Die (4,4,10) ber�uhrensi
h nur an einer Kante, (3,4,4) und (4,4,10) an 4-E
ken.63 2 (4,6,10), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4). Die (4,6,10) ber�uhren si
h an einem10-E
k.64 1 (4,6,10), 1 (4,6,6), 1 (4,4,6), 1 (4,4,10). (4,4,6) und (4,6,6)ber�uhren si
h an einem 6-E
k.Neben diesen Poly
hora haben wir in den Einzelbetra
htungen no
h wei-tere Poly
hora gefunden, die ebenfalls uniform sind: die p-antiprismatis
henPrisma
hora f�ur p > 3. Das sind Prisma
hora, deren Basen im Gegensatz zuden einfa
hen Prisma
hora ni
ht aus Platonis
hen oder Ar
himedis
hen Po-lyedern bestehen, sondern aus Antiprismen. In unseren �Uberlegungen habenwir alle bis p = 14 gefunden. Sie alle sehen glei
h aus: Zwei p-Antiprismen,zwei p-Prismen und 2p 3-Prismen. Dabei sind die Keilwinkel der Prismen(4,p,4) immer �2 und der Keilwinkel (3,p,3,3) f�ur gro�e p geht ebenfalls gegen�2 . Au�erdem gehen die Keilwinkel (4,4,p) bei den Prismen und (3,3,3,p) beiden Antiprismen gegen �. Damit erhalten wir f�ur die Keilwinkelsummen derUmgebung (3,p,3,3) (3,4,4) (4,p,4), (3,3,3,p) (3,4,4) (3,4,4) und (4,4,p) (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3) immer Werte, die kleiner als 2� und damit erlaubt sind. Unddass die Radien f�ur die drei Kantenumgebungen zu gegebenen p glei
h sind,ist lei
ht zu sehen. Also muss es diese p-prismatis
hen Prisma
hora f�ur allep > 3 geben (siehe au
h Anhang C.4).# E
kenumgebung1 (3,3,3,p), 3 (3,4,4), 1 (4,4,p) 8 p � 3 . Die (3,4,4) liegen alle aneiner Kante.Au�erdem tau
hte im Lemma 2 die allgemeine Bes
hreibung f�ur p,q-Biprisma
hora mit p; q � 3 auf. Au
h diese haben wir f�ur alle m�ogli
henp; q � 14 gefunden. Dabei tau
hten die Kantenumgebungen (4,4,p)(4,q,4)(4,q,4) und (4,4,q)(4,p,4)(4,p,4) auf. Der Keilwinkel (4,p,4) ist f�ur alle p � 3immer �2 und (4,4,p) bleibt f�ur alle p immer kleiner als � und geht f�ur p!1gegen �. Somit sind die Winkelsummen f�ur beide Kantenumgebungen kleinerals 2�. Obendrein kann au
h gezeigt werden, dass f�ur beliebige aber festep; q � 3 die Radien glei
h sind. Somit existieren au
h f�ur beliebig gro�e pund q die Biprisma
hora (siehe ebenfalls Anhang C.4).# E
kenumgebung2 (4,4,p), 2 (4,4,q) 8p; q � 3 . Das p- und das q-E
k ber�uhren si
hnur an einer E
ke.
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5-antiprismatis
hes 7-antiprismatis
hes 10-antiprismatis
hesPrisma
hor Prisma
hor Prisma
hor

4,5-Biprisma
hor 5,6-Biprisma
hor 8,10-Biprisma
hor

5,4-Biprisma
hor 6,5-Biprisma
hor 10,8-Biprisma
hor



Kapitel 8Angabe der uniformenPoly
hora
"Though various 
onstru
tions of semiregular and uniform d-polytopes in dimensions d � 4 have been des
ribed, even for d = 4it is not known whether the enumeration is 
omplete.\Branko Gr�unbaum (2003, [12℄)Im letzten Kapitel wurde gezeigt, wie viele und wel
he uniformen Poly
ho-ra es h�o
hstens geben kann. Am Ende des Kapitels wurden diese m�ogli
henPoly
hora dann dur
h ihre E
kenumgebungen bes
hrieben. In diesem Kapitelwird die Existenz der gefundenen Zellkombinationen gezeigt und damit derBeweis komplettiert. Dabei werde i
h die Konstruktionen der regelm�a�igenPoly
hora (siehe z.B. S
hl�a
i [19℄, Coxeter [7℄) als bekannt voraussetzenund deren E
kkoordinaten nur angeben. Aus diesen k�onnen wir dann mitvers
hiedenen s
hon bekannten Verfahren (z.B. von Boole Stott [2℄, Gosset[11℄) die Existenz der uniformen Poly
hora ableiten.8.1 Die regelm�a�igen Poly
horaDer 5-Zeller (C5) besteht aus f�unf (3,3,3), zehn 3-E
ken, zehn Kanten undf�unf E
ken. Diese haben die kartesis
hen Koordinaten ( 1 , 1 , 1 , 0 ), ( 1 ,�1 , �1 , 0 ), ( �1 , 1 , �1 , 0 ), ( �1 , �1 , 1 , 0 ) und ( 0 , 0 , 0 , p5 ).Des Weiteren liegen um eine Kante drei und um eine E
ke vier Zellen. DiesesPoly
hor ist au
h unter dem Namen 4-Simplex bekannt. Abbildungen sindauf Seite 41 (Projektion) und auf Seite ?? (Abwi
klung) zu sehen.Der 8-Zeller (C8) { Ma�poly
hor, Hyperw�urfel oder au
h Tesserakt ge-nannt { besteht aus a
ht (4,4,4), 24 4-E
ken, 32 Kanten und 16 E
ken mit den97
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hen Koordinaten ( �1 , �1 , �1 , �1 ). An jeder Kante liegen dreiund an jeder E
ke vier Zellen. Eine Zentralprojektion ist auf Seite 42, eineAbwi
klung auf Seite 9 zu �nden. Au
h in der Malerei sind Abwi
klungenh�oher-dimensionaler W�urfel zu �nden, wie z.B. bei Salvador Dal�� (siehe Seite10).Der 16-Zeller (C16) { au
h Kreuzpoly
hor genannt { besitzt 16 (3,3,3), 323-E
ke, 24 Kanten und a
ht E
ken. Die Koordinaten der E
ken sind ( �1 , 0 ,0 , 0 ) und alle Permutationen. Um jede Kante �ndet man vier Zellen und umjede E
ke a
ht. Au
h vom 16-Zeller gibt es auf Seite 33 und 42 Abbildungen.Der 24-Zeller (C24) hat 24 (3,3,3,3), 96 3-E
ke, 96 Kanten und 24 E
kenmit den Koordinaten ( �1 , 0 , 0 , 0 ) und alle Permutationen und ( �12 ,�12 , �12 , �12 ). Zu jeder E
ke gibt es se
hs Zellen und entlang jeder Kanteliegen drei (3,3,3,3). F�ur Abbildungen siehe Seite 6 und 46.Der 120-Zeller (C120) besitzt 120 (5,5,5), 720 5-E
ke, 1200 Kanten und600 E
ken. Dabei legen si
h um jede Kante drei Zellen und um jede E
kevier. Diese E
ken sind ( �1 , �1 , 0 , 0), ( �p52 , �12 , �12 , �12 ), ( � �2 , � �2 ,� �2 , � 12�2 ) und ( � �22 , � 12� , � 12� , � 12� ) jeweils mit allen Permutationenund ( � �22 , � 12�2 , �12 , 0 ), ( �p52 , � 12� , � �2 , 0 ) und ( �1 , �12 , � �2 , � 12� )jeweils mit den geraden Permutationen. Hierbei ist � die goldene S
hnittzahlp5�12 . Eine Abwi
klung ist auf Seite 28 und eine Zentralprojektion auf Seite47 dargestellt.Der 600-Zeller (C600) besteht aus 600 (3,3,3), drei um jede Kante, 12003-E
ken, 720 Kanten und 120 E
ken, um die jeweils zwanzig Zellen liegen.Dabei sind ( �12 , �12 , �12 , �12 ), ( �1 , 0 , 0 , 0 ) mit allen Permutationen,und ( � �2 , �12 , � 12� , 0 ) mit allen geraden Permutationen die kartesis
henKoordinaten der E
ken. � ist dabei ebenfalls die goldene S
hnittzahl p5�12 .Der 600-Zeller ist auf den Seiten 34 und 48 abgebildet.8.2 Expansion und KontraktionDie beiden von Ali
ia Boole Stott bes
hriebenen Operationen [2℄ stellen eineM�ogli
hkeit dar, aus den regelm�a�igen Poly
hora halbregelm�a�ige zu bekom-men. Dabei sei O der Poly
hormittelpunkt des regelm�a�igen Poly
hors undl0, l1, l2, l3 die Begrenzungen (engl. Limits), d.h. E
ken, Kanten, Fl�a
henund Zellen, des Poly
hors. Seien weiter M1,M2 und M3 die Mittelpunkte derBegrenzungen l1, l2 und l3. Dann besteht die Operation der Expansion ekdarin, alle Begrenzungen lk glei
h weit (und simultan) von O auf den geda
h-ten Linien OMk parallel und mit konstanter L�ange so weit wegzubewegen,
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ken bena
hbarter Begrenzungen, wel
he im Orginalpoly
hor zusam-men�elen, jetzt den glei
hen Abstand zueinander haben wie die Kantenl�angeder Begrenzungen. Das neue (halbregelm�a�ige) Poly
hor besteht jetzt aus derkonvexen H�ulle der na
h au�en ges
hobenen Begrenzungen lk. Als Beispielbetra
hten wir den Hexaeder (4,4,4). Dann f�uhrt die Expansion e1 der Kantenl1 zu einem Polyeder, dessen zw�olf Kanten nun soweit na
h au�en ges
hobensind, dass die Kantenenden wieder den Abstand der Kantenl�ange zueinanderhaben. Damit bilden immer drei Kantenenden { zur Erinnerung: im Hexaedertre�en an jeder E
ke drei Kanten zusammen { ein 3-E
k, und aus den ehe-maligen 4-E
ken des (4,4,4) werden 8-E
ke. Damit ist e1(4,4,4) = (3,8,8).Nat�urli
h k�onnen vers
hiedene Expansionen ek und eh au
h hintereinanderausgef�uhrt werden. Es stellt si
h aber heraus, dass diese Expansionen kom-mutieren. Es gibt also f�ur Poly
hora nur die sieben Expansionen e1, e2, e3,e1e2, e1e3, e2e3 und e1e2e3.Die Operation der Kontraktion 
k ist nun die inverse Operation zur Ex-pansion. Wenn wir ein s
hon expandiertes Poly
hor wieder kontrahieren,dann bewegen wir die Begrenzungen wieder soweit na
h innen, bis die E
kender Begrenzungen wieder zusammenfallen. Hierbei m�ussen zwei Bedingungenerf�ullt sein: Erstens muss das Poly
hor die konvexe H�ulle der Begrenzungensein, die kontrahiert werden. Und zweitens d�urfen si
h keine zwei Begrenzun-gen ber�uhren, d.h. die Begrenzungen, die kontrahiert werden sollen, m�ussenalle mindestens eine Kantenl�ange voneinander entfernt sein. Hierbei ist 
0die Kontraktion, die diejenigen Teile des Poly
hors annuliert, wel
he mit denE
ken des neuen Poly
hors korrespondieren. Analog w�urde 
1 Teile au
�osen,die dann zu neuen Kanten zusammenfallen usw. Dabei zeigt si
h, dass es nureine Kontraktion gibt, die die expandierten Begrenzungen jeweils auf einenPunkt zusammenfallen l�asst und neue Poly
hora erzeugt, �ahnli
h denen, diesi
h bei der Begrenzungen ni
ht ber�uhren. Beim expandierten Hexaeder, dem(3,8,8) vom vorherigen Absatz, w�urden wir jetzt dur
h eine Kontraktion dieexpandierten Kanten zwis
hen zwei 3-E
ken { die 8-E
ke k�onnen wir ni
htkontrahieren, da sie si
h ber�uhren, und eine Kontraktion der 3-E
ke w�urdewieder zum Hexaeder f�uhren { zusammenfallen lassen. Wir bewegen also nurdie 3-E
ke na
h innen, bis sie si
h ber�uhren. Wir erhalten einen (3,4,3,4).Somit k�onnen wir die Kontraktion einfa
h mit 
 bezei
hnen und erhalten
e1(4,4,4) = 
(3,8,8) = (3,4,3,4).Da die Expansion und Kontraktion sehr ans
hauli
he Operationen sind,die die Poly
hora stetig und auf regelm�a�ige Art verformen, ist die Existenzder neuen Poly
hora sofort klar. Die Bere
hnung der Koordinaten �uberlassenwir dem geneigten Leser. Leider f�uhren vers
hiedene Operationen au
h zuglei
hen Poly
hora; somit ist ein Poly
hor ni
ht eindeutig dur
h eine Opera-
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hrieben. Um aber die Existenz der Poly
hora zu zeigen, gen�ugt es, zuden Poly
hora nur eine Operation anzugeben. Wir m�ussen also unsere Poly-
hora mit denen von Boole Stott verglei
hen bzw. identi�zieren k�onnen. DieseIdenti�kation erfolgt dur
h die E
kenumgebungen, die wir jetzt nur no
h vonden dur
h die Operationen erzeugten Poly
hora ablesen m�ussen. Liegen z.B.nur Rest- oder E
kzellen vor, dann haben wir ein regelm�a�iges Poly
hor, vondem wir die E
kenumgebung kennen. Liegen nur Rest- und E
kzellen vor,dann erinnern wir uns an die Kantensymmetrie und k�onnen dann an einerE
ke eine E
kzelle und so viele Restzellen n z�ahlen, wie Zellen vorher imregelm�a�igen Poly
hor um eine Kante lagen. Wird dieses Poly
hor allerdingswieder kontrahiert, vers
hwindet die Kante, um die die Restzellen liegen,und wir erhalten zwei E
k- und n Restzellen. Existieren in der Tabelle au
hno
h Kantenzellen, dann liegen an jeder E
ke eine E
kzelle, eine Kantenzelleund zwei Restzellen. Und gibt es s
hlie�li
h au
h no
h Fl�a
henzellen, dannkommen an jeder E
ke eine E
ken-, eine Kanten-, eine Fl�a
hen- und eineRestzelle vor. Dur
h kurzes �Uberlegen bekommt man au
h die E
kenumge-bungen bei den wieder kontrahierten Poly
hora heraus.Im Folgenden werden die Ableger der se
hs regelm�a�igen Poly
hora tabel-laris
h dargestellt, die mit einer Expansion bzw. Kontraktion erzeugt werden,jeweils mit der Nummer des entspre
henden, von uns gefundenen Poly
horsversehen.
Symbol na
h Rest- Fl�a
hen- Kanten- E
k- #Boole Stott zellen zellen zellen zellen5 mal 10 mal 10 mal 5 malC5 (3,3,3) # 1e1C5 (3,6,6) (3,3,3) # 13e2C5 (3,4,3,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 11e3C5 (3,3,3) (3,4,4) (3,4,4) (3,3,3) # 8e1e2C5 (4,6,6) (3,4,4) (3,6,6) # 28e1e3C5 (3,6,6) (4,4,6) (3,4,4) (3,4,3,4) # 21e2e3C5 (3,4,3,4) (3,4,4) (4,4,6) (3,6,6) # 21e1e2e3C5 (4,6,6) (4,4,6) (4,4,6) (4,6,6) # 35
e1C5 (3,3,3,3) (3,3,3) # 3
e2C5 (3,3,3) (3,3,3,3) # 3
e3C5 (3,3,3) # 1



8.2. EXPANSION UND KONTRAKTION 101Symbol na
h Rest- Fl�a
hen- Kanten- E
k- #Boole Stott zellen zellen zellen zellen5 mal 10 mal 10 mal 5 mal
e1e2C5 (3,6,6) (3,6,6) # 15
e1e3C5 (3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,3,4) # 11
e2
3C5 (3,3,3) (3,6,6) # 13
e1e2e3C5 (3,6,6) (3,4,4) (4,6,6) # 288 mal 24 mal 32 mal 16 malC8 (4,4,4) # 6e1C8 (3,8,8) (3,3,3) # 33e2C8 (3,4,4,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 30e3C8 (4,4,4) (4,4,4) (3,4,4) (3,3,3) # 17e1e2C8 (4,6,8) (3,4,4) (3,6,6) # 43e1e3C8 (3,8,8) (4,4,8) (3,4,4) (3,4,3,4) # 41e2e3C8 (3,4,4,4) (4,4,4) (4,4,6) (3,6,6) # 37e1e2e3C8 (4,6,8) (4,4,8) (4,4,6) (4,6,6) # 48
e1C8 (3,4,3,4) (3,3,3) # 12
e2C8 (3,3,3,3) (3,3,3,3) # 7
e3C8 (3,3,3) # 2
e1e2C8 (4,6,6) (3,6,6) # 32
e1e3C8 (3,4,3,4) (4,4,4) (3,4,3,4) # 27
e2
3C8 (3,3,3,3) (3,6,6) # 20
e1e2e3C8 (4,6,6) (4,4,4) (4,6,6) # 4216 mal 32 mal 24 mal 8 malC16 (3,3,3) # 2e1C16 (3,6,6) (3,3,3,3) # 20e2C16 (3,4,3,4) (4,4,4) (3,4,3,4) # 27e3C16 (3,3,3) (3,4,4) (4,4,4) (4,4,4) # 17e1e2C16 (4,6,6) (4,4,4) (4,6,6) # 42e1e3C16 (3,6,6) (4,4,6) (4,4,4) (3,4,4,4) # 37e2e3C16 (3,4,3,4) (3,4,4) (4,4,8) (4,6,6) # 41e1e2e3C16 (4,6,6) (4,4,6) (4,4,8) (4,6,8) # 48
e1C16 (3,3,3,3) (3,3,3,3) # 7
e2C16 (3,3,3) (3,4,3,4) # 12
e3C16 (4,4,4) # 6
e1e2C16 (3,6,6) (4,6,6) # 32
e1e3C16 (3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,4,4) # 30
e2
3C16 (3,3,3) (3,8,8) # 33
e1e2e3C16 (3,6,6) (3,4,4) (4,6,8) # 43



102 KAPITEL 8. ANGABE DER UNIFORMEN POLYCHORASymbol na
h Rest- Fl�a
hen- Kanten- E
k- #Boole Stott zellen zellen zellen zellen24 mal 96 mal 96 mal 24 malC24 (3,3,3,3) # 7e1C24 (4,6,6) (4,4,4) # 42e2C24 (3,4,4,4) (3,4,4) (3,4,3,4) # 40e3C24 (3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 31e1e2C24 (4,6,8) (3,4,4) (3,8,8) # 51e1e3C24 (4,6,6) (4,4,6) (3,4,4) (3,4,4,4) # 47e2e3C24 (3,4,4,4) (3,4,4) (4,4,6) (4,6,6) # 47e1e2e3C24 (4,6,8) (4,4,6) (4,4,6) (4,6,8) # 54
e1C24 (3,4,3,4) (4,4,4) # 27
e2C24 (4,4,4) (3,4,3,4) # 27
e3C24 (3,3,3,3) # 7
e1e2C24 (3,8,8) (3,8,8) # 46
e1e3C24 (3,4,3,4) (3,4,4) (3,4,4,4) # 40
e2
3C24 (4,4,4) (4,6,6) # 42
e1e2e3C24 (3,8,8) (3,4,4) (4,6,8) # 51120 720 1200 600mal mal mal malC120 (5,5,5) # 49e1C120 (3,10,10) (3,3,3) # 59e2C120 (3,4,5,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 57e3C120 (5,5,5) (4,4,5) (3,4,4) (3,3,3) # 55e1e2C120 (4,6,10) (3,4,4) (3,6,6) # 63e1e3C120 (3,10,10) (4,4,10) (3,4,4) (3,4,3,4) # 62e2e3C120 (3,4,5,4) (4,4,5) (4,4,6) (3,6,6) # 60e1e2e3C120 (4,6,10) (4,4,10) (4,4,6) (4,6,6) # 64
e1C120 (3,5,3,5) (3,3,3) # 52
e2C120 (3,3,3,3,3) (3,3,3,3) # 45
e3C120 (3,3,3) # 24
e1e2C120 (5,6,6) (3,6,6) # 58
e1e3C120 (3,5,3,5) (4,4,5) (3,4,3,4) # 56
e2
3C120 (3,3,3,3,3) (3,6,6) # 53
e1e2e3C120 (5,6,6) (4,4,5) (4,6,6) # 61



8.3. PRISMATISCHES HOCHZIEHEN 103Symbol na
h Rest- Fl�a
hen- Kanten- E
k- #Boole Stott zellen zellen zellen zellen600 1200 720 120mal mal mal malC600 (3,3,3) # 24e1C600 (3,6,6) (3,3,3,3,3) # 53e2C600 (3,4,3,4) (4,4,5) (3,5,3,5) # 56e3C600 (3,3,3) (3,4,4) (4,4,5) (5,5,5) # 55e1e2C600 (4,6,6) (4,4,5) (5,6,6) # 61e1e3C600 (3,6,6) (4,4,6) (4,4,5) (3,4,5,4) # 60e2e3C600 (3,4,3,4) (3,4,4) (4,4,10) (3,10,10) # 62e1e2e3C600 (4,6,6) (4,4,6) (4,4,10) (4,6,10) # 64
e1C600 (3,3,3,3) (3,3,3,3,3) # 45
e2C600 (3,3,3) (3,5,3,5) # 52
e3C600 (5,5,5) # 49
e1e2C600 (3,6,6) (5,6,6) # 58
e1e3C600 (3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,5,4) # 57
e2
3C600 (3,3,3) (3,10,10) # 59
e1e2e3C600 (3,6,6) (3,4,4) (4,6,10) # 638.3 Prismatis
hes Ho
hziehenEin anderes Verfahren, Poly
hora mit den gesu
hten Eigens
haften zu bekom-men, ist das Ho
hziehenH eines uniformen Polyeders in die vierte Dimension.Ein Polyeder verbleibt als Basis B in der 3-dimensionalen Hyperebene, derzweite (glei
he) wird senkre
ht zu dieser Hyperebene entlang der viertenDimension { ohne verdreht zu werden { so weit vers
hoben, bis die Entfernungzwis
hen korrespondierenden E
ken glei
h der Kantenl�ange der Polyeder ist.Da dieses Objekt mit seiner Erzeugung den Prismen im Ans
hauungsraumni
ht un�ahnli
h ist, nennen wir es { wie s
hon im vorigen Kapitel { Pris-ma
hor. Das Prisma
hor besteht also aus der konvexen H�ulle der beidenparallelen Polyeder. Da bei der Vers
hiebung nat�urli
h au
h die Fl�a
henmitvers
hoben wurden und also zu jeder Fl�a
he des Basispolyeders eineparallele im anderen Polyeder zu �nden ist, bilden diese Fl�a
henpaare mit denVerbindungskanten korrespondierender E
ken Prismen; und zwar genausoviele, wie Fl�a
he im Polyeder zu �nden sind. Analytis
h ausgedr�u
kt k�onnenwir uns die E
kkoordinaten der Platonis
hen oder Ar
himedis
hen Polyeder(siehe z.B. [15℄) mit der Kantenl�ange k nehmen und jeder E
ke die vierteKoordinate Null anh�angen. Dann haben die anderen E
kkoordinaten dieglei
hen Werte { bis auf die vierte Koordinate, die jetzt den Wert k annimmt.



104 KAPITEL 8. ANGABE DER UNIFORMEN POLYCHORADamit besteht das Prisma
hor H(B) aus zwei Basiszellen B und f�ur jedeFl�a
he einer Basiszelle ein entspre
hendes Prisma. So besteht z.B. ein Pris-ma
hor mit einem stumpfen Hexaeder (3,8,8) als Basis aus zwei (3,8,8), se
hs(4,4,8) und a
ht (3,4,4). Dann ist aber au
h die E
kenumgebung dieser uni-formen Poly
hora bestimmt: F�ur ein Prisma
hor mit Basis (x,y,z) { analogmit Zellen, deren E
ken an vier oder f�unf Fl�a
hen grenzen { liegen um jedeE
ke ein (x,y,z), ein (4,4,x), ein (4,4,y) und ein (4,4,z).Dieses Verfahren funktioniert nat�urli
h au
h mit Prismen (4,4,p) und An-tiprismen (3,3,3,p) als Basis. Da es aber von beiden unendli
h viele gibt,wurden sie bei den Einzelbetra
htungen in Kapitel 7 ni
ht mitgez�ahlt. Aberau
h f�ur sie gilt das oben Gesagte bez�ugli
h Zusammensetzung und E
kenum-gebung. Wir haben also zus�atzli
h zu den 64 gefundenen uniformen Poly
horadie beiden unendli
hen Prisma
hor-Gruppen mit Prismen bzw. Antiprismenals Basis (siehe au
h Anhang C.4 ab Seite 178).Es folgt jetzt eine Tabelle mit allen Poly
hora, die wir dur
h das Ho
h-ziehen H in die vierte Ri
htung erhalten.Basis Basis- und Seitenzellen #Tetraeder 2(3,3,3), 4(3,4,4) # 4Hexaeder 2(4,4,4), 6(4,4,4) # 6Oktaeder 2(3,3,3,3), 8(3,4,4) # 5Dodekaeder 2(5,5,5), 12(4,4,5) # 19Ikosaeder 2(3,3,3,3,3), 20(3,4,4) # 9stumpferTetraeder 2(3,6,6), 4(4,4,6), 4(3,4,4) # 14stumpferHexaeder 2(3,8,8), 6(4,4,8), 8(3,4,4) # 29stumpferOktaeder 2(4,6,6), 8(4,4,6), 6(4,4,4) # 25stumpferDodekaeder 2(3,10,10), 12(4,4,10), 20(3,4,4) # 44stumpferIkosaeder 2(5,6,6), 20(4,4,6), 12(4,4,5) # 39Kubo-Oktaeder 2(3,4,3,4), 6(4,4,4), 8(3,4,4) # 10Ikosi-Dodekaeder 2(3,5,3,5), 20(3,4,4), 12(4,4,5) # 26Rhomben-Kubo-Oktaeder 2(3,4,4,4), 18(4,4,4), 8(3,4,4) # 18Rhomben-Ikosi-Dodekaeder 2(3,4,5,4),30(4,4,4),20(3,4,4),12(4,4,5) # 36



8.4. ERZEUGUNG DER BIPRISMACHORA 105Basis Basis- und Seitenzellen #gro�er Rhomben-Kubo-Oktaeder 2(4,6,8), 12(4,4,4), 8(4,4,6), 6(4,4,8) # 38gro�er Rhomben-Ikosi-Dodekaeder 2(4,6,10),30(4,4,4),20(4,4,6),12(4,4,10) # 50s
hr�agerHexaeder 2(3,3,3,3,4), 6(4,4,4), 32(3,4,4) # 16s
hr�agerDodekaeder 2(3,3,3,3,5), 12(4,4,5), 80(3,4,4) # 343-Prisma 2(3,4,4), 2(3,4,4), 3(4,4,4)4-Prisma 2(4,4,4), 2(4,4,4), 4(4,4,4) # 65-Prisma 2(4,4,5), 2(4,4,5), 5(4,4,4)... ... ... ...p-Prisma 2(4,4,p), 2(4,4,p), p(4,4,4) 8p � 33-Antiprisma 2(3,3,3,3), 2(3,4,4), 6(3,4,4) # 54-Antiprisma 2(3,3,3,4), 2(4,4,4), 8(3,4,4)5-Antiprisma 2(3,3,3,5), 2(4,4,5), 10(3,4,4)... ... ... ...p-Antiprisma 2(3,3,3,p), 2(4,4,p), 2p(3,4,4) 8p � 38.4 Erzeugung der Biprisma
horaDas n�a
hste Verfahren T (p; q) bezieht si
h auf die s
hon erw�ahnten p,q-Biprisma
hora. Um diese zu erzeugen, m�ussen wir uns mit deren Abwi
k-lungen ein wenig n�aher bes
h�aftigen. Stellen wir uns ein p-Prisma (p � 3)vor, das vor uns auf einem seiner p-E
ke auf dem Tis
h liegt. Jetzt legen wirweitere p-Prismen, jeweils p-E
k auf p-E
k darauf, bis ein Turm von q Pris-men (q � 3) entsteht. Betra
hten wir jetzt nur einen { von p { senkre
htenStreifen, der aus q 4-E
ken besteht und der vom unteren Prisma bis zumoberen verl�auft. Diesen Streifen k�onnen wir gedankli
h vom Turm l�osen und
a
h auf den Tis
h legen. Jetzt ist es o�ensi
htli
h, dass wir diesen Streifenzu einem { mehr oder weniger e
kigen { Ring aus q 4-E
ken zusammenrollenk�onnen, indem wir entlang der Kanten zwis
hen den 4-E
ken na
h oben(senkre
ht zur Streifen-Ebene) kni
ken und die freie Kante des ersten mitder freien Kante des letzten 4-E
ks zusammenkleben. Sind alle Kni
kwinkelglei
h, erhalten wir ein regelm�a�iges q-Prisma.Kommen wir jetzt wieder zur�u
k zu unserem Turm. Nun k�onnen wirjeden der p Streifen zu einem q-Prisma aufrollen. Versu
hen wir es allerdingssimultan, dann zerrei�en wir im Ans
hauungsraum die p-E
ke des Turmes.



106 KAPITEL 8. ANGABE DER UNIFORMEN POLYCHORAWenn wir aber die Ri
htungen, in die wir die Streifen aufrollen, so w�ahlen,dass wir ni
ht nur senkre
ht zur Streifen-Ebene, sondern sogar senkre
ht zumTurm (bzw. dessen 3-dimensionaler Hyperebene) kni
ken, dann wird klar,dass wir den Turm selbst au
h aufrollen und dass dessen De
kel-p-E
k (dieobere Fl�a
he des Turmes) nun zusammenf�allt mit der Grund
�a
he, auf derder Turm steht. Dies ist insbesondere deshalb einleu
htend, da diese p-E
keaus p Kanten bestehen, die alle glei
hzeitig, jeder in seinem Streifen, mit derentspre
henden Kante des unteren p-E
ks zusammenkommen. Wir erhaltenalso aus dem Turm T (p; q) einen Ring von q glei
hen p-Prismen und aus denStreifen einen Ring aus p glei
hen q-Prismen, wobei beide Ringe senkre
htzueinander stehen und nur �uber 4-E
ke miteinander verbunden sind (sieheau
h die Abwi
klungen auf Seite 96). Deshalb nennen wir diese Poly
horaau
h p,q-Biprisma
hora (p; q � 3; f�ur p; q > 14 siehe Anhang C.4 ab Seite178).Diese Pol
hora T (p; q) sind selbstverst�andli
h uniform: An jeder E
keliegen zwei p-Prismen (vom Turm) und zwei q-Prismen (von den Streifen).Als Sonderfall dieser Biprisma
hora haben wir im letzten Abs
hnitt s
hon q =4 betra
htet. Dann haben wir n�amli
h folgende Situation: Einem p-Prismageben wir die vierte Koordinate Null, parallel dazu einem zweiten p-Prismadie vierte Koordinate k (k sei die Kantenl�ange). Dann bilden die beidenkorrespondierenden p-E
kpaare zwei weitere p-Prismen (also sind es jetztinsgesamt vier) und die p Vierer-Streifen werden zu p 4-Prismen (=Hexae-der). Damit ist also die eine Gruppe von unendli
hen Prisma
hora { n�amli
hdie mit Prismen als Basis { nur ein Teil dieser Biprisma
hor-Gruppe.Wie k�onnen wir jetzt au
h analytis
h die Existenz der p,q-Biprisma
horaeinsehen? Betra
hten wir erst einmal die Koordinaten eines p-E
ks in derEbene auf dem Einheitskreis: �
os 2�jp , sin 2�jp �, j = 0; : : : ; p�1. Nun m�ussenwir dieses p-E
k vergr�o�ern um den Faktor r, bis dessen Kantenl�ange 1 be-tr�agt. Wir wissen na
h dem oberen Bild auf Seite 15, dass der Zusammenhang12 l = r sin �p mit l als Kantenl�ange existiert. Also k�onnen wir au
�osen zur = 12 
s
 �p . Damit bekommt unser p-E
k mit Kantenl�ange 1 die Koordinaten(12 
s
 �p 
os 2�jp , 12 
s
 �p sin 2�jp ), j = 0; : : : ; p � 1. F�ur jedes dieser p E
kenm�ussen wir jetzt ein q-E
k angeben, dessen Kantenl�ange au
h 1 ist, und dassenkre
ht auf der Ebene unseres p-E
ks steht. Also folgen dann die E
keneines p,q-Biprisma
hors mit Kantenl�ange 1:�12 
s
 �p 
os 2�jp , 12 
s
 �p sin 2�jp , 12 
s
 �q 
os 2�kq , 12 
s
 �q sin 2�kq �, j = 0; : : : ; p�1und k = 0; : : : ; q � 1.



8.5. COXETERS SCHR�AGER 24-ZELLER 107p q Turm- und Streifenzellen Existenz #3 3 3(3,4,4), 3(3,4,4) T (3; 3)3 4 4(3,4,4), 3(4,4,4) T (3; 4)3 5 5(3,4,4), 3(4,4,5) T (3; 5)... ... ... ... ...3 q q(3,4,4), 3(4,4,q) 8q � 3 T (3; q)... ... ... ... ...4 3 3(4,4,4), 4(3,4,4) T (4; 3)4 4 4(4,4,4), 4(4,4,4) T (4; 4) #64 5 5(4,4,4), 4(4,4,5) T (4; 5)... ... ... ... ...4 q q(4,4,4), 4(4,4,q) 8q � 3 T (4; q)... ... ... ... ...5 3 3(4,4,5), 5(3,4,4) T (5; 3)5 4 4(4,4,5), 5(4,4,4) T (5; 4)5 5 5(4,4,5), 5(4,4,5) T (5; 5)... ... ... ... ...5 q q(4,4,5), 5(4,4,q) 8q � 3 T (5; q)... ... ... ... ...... ... ... ... ...p q q(4,4,p), p(4,4,q) 8p; q � 3 T (p; q)... ... ... ... ...8.5 Coxeters s
hr�ager 24-ZellerIn [7℄ befasst si
h H.S.M. Coxeter mit den regelm�a�igen und einigen halbre-gelm�a�igen Poly
hora. Ab Seite 151 (8.4 The snubf3,4,3g) entwi
kelt er ausdem 24-Zeller ein uniformes Poly
hor sf3,4,3g, das aus 24 Ikosaedern und120 Tetraedern besteht.Coxeter f�angt mit einem 24-Zeller an und s
hneidet dessen E
ken so tiefab, dass si
h die entstehenden Hexaeder (4,4,4) ber�uhren und die RestzellenKubo-Oktaeder (3,4,3,4) sind { na
h Boole Stott w�are das ein 
e1C24. DiesesPoly
hor besteht aus 24 (4,4,4) und 24 (3,4,3,4) und besitzt an jeder Kantezwei (3,4,3,4) und einen (4,4,4). Damit sind die Fl�a
hen 3-E
ke (jeweilszwis
hen zwei Kubo-Oktaeder) und (regelm�a�ige) 4-E
ke (jeweils zwis
heneinem Hexaeder und einem Kubo-Oktaeder). Da nun jeder Hexaeder zw�olfKanten und 6 Fl�a
hen hat, besitzt das Poly
hor 
e1C24 288 Kanten und 144



108 KAPITEL 8. ANGABE DER UNIFORMEN POLYCHORAquadratis
he Fl�a
hen. Au�erdem sind die 288 Kanten au
h die Seiten von96 3-E
ken, die dur
h das E
kenabs
hneiden aus den Fl�a
hen des 24-Zellersentstanden sind. Alles zusammen hat das 
e1C24 also 96 E
ken, 288 Kanten,94+144 Fl�a
hen und 24+24 Zellen.Anstatt nun die E
ken des 24-Zellers so abzus
hneiden, dass si
h dieE
kzellen in der Mitte der Kanten ber�uhren, teilt Coxeter die Kanten imVerh�altnis a : b (glei
hes Verh�altnis f�ur alle Kanten) in �Ubereinstimmung mitderen koh�arenter Indizierung ein (d.h. dass si
h die k�urzeren Abs
hnitte aufjedem 3-E
k der Zellen des 24-Zellers ni
ht ber�uhren, an jeder E
ke auf jedem3-E
k also ein Abs
hnitt a und ein Abs
hnitt b zusammenkommen). Damitbekommt Coxeter ein verzerrtes 
e1C24, in dem jeder Kubo-Oktaeder dur
heinen (im Allgemeinen verzerrten) Ikosaeder ersetzt wird. Da die Teile a derKanten an einer E
ke des 24-Zellers alternierend zur und von der E
ke wegzeigen, wird jeder Hexaeder dur
h ein verzerrtes Objekt ersetzt, dass no
hdie Symmetrie des regelm�a�igen Tetraeders (einges
hrieben im Hexaeder)hat. O.B.d.A. nimmt Coxeter a � b an. Im Grenzfall a = b wird aus demverzerrten Ikosaeder ein Kubo-Oktaeder, der in jedem 4-E
k eine Diagonaleeingezei
hnet hat (derart, dass si
h keine zwei Diagonalen in einer Kubo-Oktaeder-E
ke tre�en). Jedes 4-E
k geh�ort aber au
h zu einem verzerrtenHexaeder. Also sind hier ebenfalls einige Diagonalen eingezei
hnet; aber wel-
he? Die einzige M�ogli
hkeit, die Symmetrie des Tetraeders zu erhalten,ist, die Diagonalen so einzuzei
hnen, dass sie einen einges
hriebenen Tetrae-der formen. Damit wird der verzerrte Hexaeder aufgeteilt in f�unf Tetraeder:einen regelm�a�igen in der Mitte und vier in der H�ohe gestau
hte (=
a
he 3-Pyramiden), jeweils mit der gr�o�ten Fl�a
he am mittleren klebend. Wenn nundas Verh�altnis a : b w�a
hst, bleiben zwar die regelm�a�igen Tetraeder weiter-hin regelm�a�ig, die gestau
hten Tetraeder wa
hsen aber in die H�ohe und esgibt keinen Grund anzunehmen, dass diese f�unf Tetraeder in der glei
hen3-dimensionalen Hyperebene bleiben.Jetzt verglei
ht Coxeter das neue Poly
hor mit dem 
e1C24: Es hat immerno
h 96 E
ken und neben den 288 Orginalkanten kommen nun no
h 144neue Kanten dazu, eine pro Diagonale der 144 Quadrate. Und neben den96 Orginal-3-E
ken haben wir nun 96 3-E
ke von den regelm�a�igen Tetrae-dern (in den Mitten der Hexaeder) und 288 glei
hs
henklige 3-E
ke von denH�alften der geteilten 4-E
ke. Die 24 Hexaeder werden also zu 120 Tetraedern(von denen 24 immer regelm�a�ig sind) und die 24 Kubo-Oktaeder zu (imAllgemeinen verzerrten) Ikosaedern. An jeder der 288 Orginalkanten �ndenwir eine 
a
he 3-Pyramide und zwei verzerrte Ikosaeder, an jeder der 144neuen Kanten einen regelm�a�igen Tetraeder, zwei 3-Pyramiden und einenverzerrten Ikosaeder.



8.6. CONWAY UND GUYS "GROSSES ANTIPRISMACHOR\ 109Wenn nun a : b = p5+12 ist, dann werden die Ikosaeder regelm�a�ig (siehein Coxeters Arbeit [7℄, Kapitel 3.7) und somit alle 3-E
ke glei
hseitig undalle 
a
hen 3-Pyramiden regelm�a�ige Tetraeder. Auf diese Weise erhaltenwir ein halbregelm�a�iges Poly
hor, von Coxeter Snub-24-Zeller oder sf3,4,3ggenannt, das 96 E
ken, 288+144 Kanten, 96+96+288 Fl�a
hen (3-E
ke),24+96 Tetraeder und 24 Ikosaeder hat. Einige Kanten sind von einem Tetra-eder und zwei Ikosaedern (Kantenumgebung (3,3,3) (3,3,3,3,3) (3,3,3,3,3)),andere von drei Tetraedern und einem Ikosaeder (Kantenumgebung (3,3,3)(3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,3,3)) umgeben. An jeder E
ke liegen drei (3,3,3,3,3)und f�unf (3,3,3). Damit haben wir die Existenz des Poly
hors mit unsererNummer [# 22℄ bewiesen.8.6 Conway und Guys "Gro�es Antiprisma-
hor\Das historis
h zuletzt gefundene uniforme Poly
hor ist das "Grand Anti-prism\ sf5�5g, wie es seine Entde
ker Conway und Guy [4℄ genannt hatten.Dieses Poly
hor besteht aus 20 5-Antiprismen und 300 Tetraedern. In ihrer1965 ver�o�entli
hten Zusammenfassung ihrer Arbeiten zu uniformen Poly-
hora ist aber leider ni
ht mehr als diese Bes
hreibung enthalten. Obwohl(s
heinbar) jeder, der si
h l�angere Zeit mit diesem Thema bes
h�aftigt hat,�uberzeugt ist, dass dieses Poly
hor existiert, ist mir kein konstruktiver Exis-tenzbeweis bekannt.Wir wissen, dass die E
ken des sf5�5g Teil der E
kenmenge des 600-Zellers sind. Und wir wissen, dass si
h die 20 (3,3,3,5) in zwei Ringe zuje zehn Antiprimen aufteilen, die senkre
ht zueinander um den 600-Zellerherum laufen. Wie �nden wir jetzt einen (3,3,3,5) im 600-Zeller? Betra
htenwir eine E
ke e1 des 600-Zellers. Wir wissen, dass dort 12 Kanten und 20 Te-traeder auf regelm�a�ige Art und Weise zusammentre�en. Ein Entfernen vone1 und aller Zellen darum herum w�urde ein Lo
h bilden, das die Form einesIkosaeders hat. Und in diesem Ikosaeder �nden wir dur
h jede E
ke f�unf5-E
ke. Damit haben wir aber s
hon ein (3,3,3,5) im 600-Zeller gefunden:Na
h Entfernen von e1 bekommen wir ein Lo
h, in das ein (3,3,3,5) und {dar�uber und darunter { zwei 5-Pyramiden (mit f�unf regelm�a�igen 3- undeinem 5-E
k) passen. Bezei
hnen wir die beiden Spitzen der Pyramiden mite0 und e2. Dann ist klar, dass im urspr�ungli
hen 600-Zeller e0 und e2 ni
htnur Na
hbarn von e1, sondern au
h von e1 aus betra
htet auf gegen�uberliegenden Seiten waren. Somit sind e0 und e2 in der ikosaedris
hen L�u
kegegen�uber liegende E
ken. Entfernen wir au
h e2 und alle no
h angrenzenden
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hdringen si
h die beiden ikosaedris
hen L�o
her von e1 unde2 teilweise. Sie bilden jetzt ein Lo
h, dass aus zwei Ikosaedern besteht,denen man jeweils eine 5-Pyramide abges
hnitten hat, um sie dann an denS
hnitt
�a
hen zusammenzukleben. Bezei
hnen wir die neue obere Spitze desgr�o�eren Lo
hes mit e3. Au
h e3 liegt, von e2 aus betra
htet, auf der ge-gen�uber liegenden Seite von e1. In einer Abwi
klung w�urden also e0 bis e3eine gerade Linie bilden. Und es ist naheliegend, diese Linie dur
h e4 usw.fortzuf�uhren. F�ur jede entfernte E
ke w�a
hst die L�u
ke um ein 5-Antiprismain der Mitte; die 5-Pyramide oben bewegt si
h immer weiter. Na
h Conwayund Guy m�ussen wir aber na
h e9 wieder auf e0 tre�en und somit einenRing von zehn (3,3,3,5) erhalten. Also tre�en bei e0 s
hlie�li
h die Spitzender beiden 5-Pyramiden zusammen; ein Entfernen von e0 und aller no
hangrenzenden Zellen beseitigt au
h die Pyramiden und wir erhalten daszehnte 5-Antiprisma.Da wir E
kentransitivit�at fordern, m�ussen dann aber an allen E
ken derzehn 5-Antiprismen glei
he Winkel zwis
hen entspre
henden Zellen vorliegen.Das ist nur der Fall, wenn die zehn E
ken e0 bis e9 { und damit au
h dieAntiprismen selbst { ein regelm�a�iges 10-E
k bilden. Es stellt si
h also alserstes die Frage, ob wir zehn E
ken im 600-Zeller �nden, die ein regelm�a�iges(und planares) 10-E
k bilden? Und wenn wir eines gefunden haben, dannm�ussen wir au
h ein zweites regelm�a�iges 10-E
k �nden, dass senkre
ht aufdem ersten steht und au
h in der E
kenmenge des 600-Zellers enthalten ist.Wiederholen wir no
h einmal die E
kkoordinaten des C600: ( �12 , �12 ,�12 , �12 ), ( �1 , 0 , 0 , 0 ) mit allen Permutationen und ( � �2 , �12 , � 12� ,0 ) mit allen geraden Permutationen und � = p5�12 die Kantenl�ange.W�ahlen wir jetzt den Punkt e0 = ( 1 , 0 , 0 , 0 ) und die beiden Punkte e9= ( 12� , �2 , 12 , 0 ) und e1 = ( 12� , � �2 , �12 , 0 ). Wie man s
hnell na
hre
hnet,sind die Entfernungen von e0 zu e9 und zu e1 jeweils � .q( 12� � 1)2 + �24 + 14 = 12q( 1� � 2)2 + � 2 + 1 = 12p(1 + � � 2)2 + � 2 + 1 =12p� 2 � 2� + 1 + � 2 + 1 = 12p2(� 2 � � + 1) = 12p2(1� � � � + 1) =12p4(1� �) = p1� � = � .Dabei wurden die Zusammenh�ange � 2 = 1 � � und 1� = 1 + � benutzt.Wenn e9, e0 und e1 Teil eines 10-E
ks sein sollen, dann muss die Entfernungzwis
hen e9 und e1 glei
h der ersten Diagonale (eine E
ke �uberspringend) des10-E
ks sein. Dessen L�ange (mit Kantenl�ange �) istd1 = �q(1 + 
os 2�10 )2 + sin2 2�10 = �q2(1 + 
os 15�) = �q2�1 + 12(1 + �)� .Der Abstand von e9 und e1 ist



8.6. CONWAY UND GUYS "GROSSES ANTIPRISMACHOR\ 111p� 2 + 1 = �q1 + 1�2 = �p1 + (1 + �)2 = �q2(1 + � + 12� 2) =�q2�1 + � + 12(1� �)� = �q2(1 + 12 + 12�) = d1 .Jetzt su
hen wir e2 bis e8 in der Ebene, die dur
h die drei Punkte aufge-spannt wird. Dabei su
hen wir in der Punktmenge des C600 und �uberpr�ufenimmer die Abst�ande � zwis
hen bena
hbarten E
ken und d1 zwis
hen einerE
ke und der �ubern�a
hsten. Au�erdem muss die Diagonale d2, die im 10-E
kzwei E
ken �uberspringt und die L�ange � + 2(� 
os �5 ) = � + 2�(12 + 12�) =� + �(1 + �) = 2� + � 2 = 2� + 1� � = � + 1 hat, in der E
kenmenge e0 bise9 entspre
hend vorkommen.Zu diesen zehn E
ken m�ussen wir s
hlie�li
h ein zweites 10-E
k �nden,dass die glei
hen Eigens
haften hat und senkre
ht zum ersten steht. Wir�nden insgesamt die Punktee0 = ( 1 , 0 , 0 , 0 ), f0 = ( 0 , 0 , 0 , 1 ),e1 = ( 12� , � �2 , �12 , 0 ), f1 = ( 0 , 12 , � �2 , 12� ),e2 = ( �2 , �12 , � 12� , 0 ), f2 = ( 0 , 12� , �12 , �2 ),e3 = ( - �2 , �12 , � 12� , 0 ), f3 = ( 0 , 12� , �12 , � �2 ),e4 = ( - 12� , � �2 , �12 , 0 ), f4 = ( 0, 12 , � �2 , � 12� ),e5 = ( -1 , 0 , 0 , 0 ), f5 = ( 0 , 0 , 0 , -1 ),e6 = ( - 12� , �2 , 12 , 0 ), f6 = ( 0 ,-12 , �2 , � 12� ),e7 = ( - �2 , 12 , 12� , 0 ), f7 = ( 0 , - 12� , 12 , � �2 ),e8 = ( �2 , 12 , 12� , 0 ), f8 = ( 0 , - 12� , 12 , �2 ),e9 = ( 12� , �2 , 12 , 0 ), f9 = ( 0 , -12 , �2 , 12� ).Dabei wird das erste 10-E
k (e0 bis e9) dur
h ( 1 , 0 , 0 , 0 ) und ( 0 , 12 ,12� , 0 ) und das zweite (f0 bis f9) dru
h ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und ( 0 , � 12� , 12 ,0 )aufgespannt. Man sieht sofort, dass all diese Vektoren senkre
ht aufeinanderstehen.Bleibt nur no
h zu zeigen, dass das Poly
hor, das entsteht, wenn wirdie gefundenen 20 E
ken mitsamt der angrenzenden Zellen aus dem C600entfernen, au
h no
h e
kentransitiv ist, also mit dem sf5�5g von Conwayund Guy �ubereinstimmt. Es stellt si
h also die Frage, ob es E
ken gibt, dieni
ht an einem 5-Antiprisma (genauer sogar an zweien) liegen. Oder mitanderen Worten: Gibt es E
ken, die zu keinem der 20 gefundenen E
kenbena
hbart sind?Eine Eigens
haft der zwei 10-E
ke wird uns dabei weiterhelfen: Die Ent-fernung zwis
hen jeder E
ke des einen 10-E
ks und einer beliebigen E
ke deszweiten 10-E
ks betr�agt genau p2. Bewegen wir uns also auf der Ober
�a-
he (eigentli
h dem Oberraum!) des Poly
hors und ni
ht dur
h sein Inneres,dann besitzt es jeweils auf den beiden 10-E
ken (dur
h Drehsymmetrie inder Ebene) und dur
h die konstante und damit maximale Entfernung der
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ke (dur
h Bewegung des einem Ringes auf den anderen) eineTransitivit�at der 5-Antiprismen; wir k�onnen jedes 5-Antiprisma in ein anderes�uberf�uhren und bekommen de
kungsglei
he Poly
hora vor und na
h der�Uberf�uhrung. Das hei�t aber au
h, dass wir uns von einer gegebenen aus denzwanzig gefundenen E
ken ni
ht weiter als p2 entfernen m�ussen, um eineE
ke zu �nden, die ni
ht an einem 5-Antiprisma liegt. W�are das n�amli
h so,dann w�are die Entfernung zu einer anderen der zwanzig E
ken wieder kleinerals p2.Nehmen wir uns zwei bena
hbarte E
ken des ersten 10-E
ks: e8 = ( �2 ,12 , 12� , 0 ) und e9 = ( 12� , �2 , 12 , 0 ). Diese beiden repr�asentieren na
hEntfernen der zwanzig E
ken samt angrenzenden Zellen zwei bena
hbarte5-Antiprismen. Dur
h die Antiprismentransitivit�at k�onnen wir o.B.d.A. eineE
ke des zwis
hen diesen beiden Antiprismen liegenden 5-E
ks F als einenNa
hbarn eines der zwanzig E
ken nehmen. Diese E
ke, z.B. g = ( 1 ,1 , 1 , 1 ), ist dann au
h E
ke des anderen 5-Antiprismas; damit sind dieEntfernungen zwis
hen g und e8 bzw. e9 wieder glei
h der Kantenl�ange � desC600. Jetzt su
hen wir einen Na
hbarn von g, der weder E
ke eines der beiden5-Antiprismen, die mit e8 und e9 korrespondieren, no
h Na
hbar eines deranderen E
ken aus den beiden 10-E
ken ist. Im C600 hat g 12 Na
hbarn; hierfallen e8, e9, zwei weitere E
ken im 5-E
k F (die zu g bena
hbarten) und jezwei bena
hbarte E
ken, die auf den beiden 5-Antiprismen auf den 5-E
kengegen�uber von F liegen, weg. Wir m�ussen folgli
h nur vier Na
hbare
ken zug dahingehend �uberpr�ufen, ob deren Minimalabstand zu einem der zwanziggefundenen E
ken gr�o�er als � ist.Na
h ein wenig Re
hnen bekommen wir die vier E
ken ( �2 , 12� , 0 , 12 ),( �2 , 0 , 12 , 12� ), ( 12 , �2 , 0 , 12� ) und ( 0 , 12 , �2 , 12� ) als Na
hbarn von g, dieni
ht zu e8 oder e9 bena
hbart sind. Und na
h weiterem Re
hnen stellen wirfest, dass jede der vier E
ken zu zwei E
ken der beiden 10-E
ke bena
hbartsind (genauer sogar zu bena
hbarten E
ken; jede der vier E
ken liegt alsoauf einem 5-E
k zwis
hen zwei Antiprismen). Die erste E
ke hat zu ( 0 , 12 ,� �2 , 12� ) und zu ( 0 , 12� , �12 , �2 ), die zweite zu ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und zu ( 0 ,�12 , 2� , 12� ), die dritte zu ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und zu ( 0 , 12 , � �2 , 12� ) und dievierte E
ke zu ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und zu ( 0 , 12 , � �2 , 12� ) die Entfernung �(=Kantenl�ange des C600).Damit ist gezeigt, dass dur
h das Entfernen der zwanzig E
ken, die diebeiden senkre
ht zueinander stehenden 10-E
ke darstellen, und aller an diesengrenzenden Zellen, aus dem C600 das Poly
hor sf5�5g von Conway und Guyentsteht und dass dieses �uber E
kentransitivit�at verf�ugt; an jeder E
ke tre�enzwei (3,3,3,5) und 12 (3,3,3) zusammen. Folgli
h ist die Existenz unseresPoly
hors [# 23℄ gezeigt.



8.7. ZUSAMMENFASSUNG 1138.7 ZusammenfassungIn dieser Zusammenfassung werden no
h einmal alle von uns im letztenKapitel gefundenen 64 Poly
hora aufgez�ahlt und deren wirkli
he Existenzdur
h eines der erw�ahnten Verfahren sowie in der Literatur �ubli
he Namenangegeben. Die kursiv gestellten, englis
hen Namen9 sind von Norman W.Johnson [13℄ bzw. George Olshevsky [17℄.# Existenz Namen1 C5 5-Zeller, 4-Simplex, Penta
hor, f3,3,3g2 C16 16-Zeller, Kreuzpoly
hor, Dekahexa
hor, f3,3,4g3 
e1C5 Re
ti�ed 5-
ell4 H(3; 3; 3) tetraedris
hes Prisma
hor5 H(3; 3; 3; 3) oktaedris
hes Prisma
hor6 C8 8-Zeller, Tesserakt, Hyperw�urfel, Okta
hor, f4,3,3g7 C24 24-Zeller, Ikositetra
hor, Re
ti�ed 16-
ell, f3,4,3g8 e3C5 Run
inated 5-
ell9 H(3; 3; 3; 3; 3) ikosaedris
hes Prisma
hor10 H(3; 4; 3; 4) kubo-oktaedris
hes Prisma
hor11 e2C5 Cantellated 5-
ell12 
e1C8 Re
ti�ed 8-
ell13 e1C5 stumpfer 5-Zeller, Trun
ated 5-
ell14 H(3; 6; 6) stumpfes tetraedris
hes Prisma
hor15 
e1e2C5 Bitrun
ated 5-
ell, stumpf-tetraedris
hes De
a
hor16 H(3; 3; 3; 3; 4) s
hr�ages hexaedris
hes Prisma
hor17 e3C8 Run
inated 8-
ell18 H(3; 4; 4; 4) rhomben-kubo-oktaedris
hes Prisma
hor19 H(5; 5; 5) dodekaedris
hes Prisma
hor20 e1C16 stumpfer 16-Zeller, Trun
ated 16-
ell21 e1e3C5 Run
itrun
ated 5-
ell22 sf3,4,3g s
hr�ager 24-Zeller, Snub 24-
ell23 sf5�5g gro�es Antiprisma
hor24 C600 600-Zeller, Hexakosia
hor, f3,3,5g25 H(4; 6; 6) stumpfes oktaedris
hes Prisma
hor26 H(3; 5; 3; 5) ikosi-dodekaedris
hes Prisma
hor27 
e1C24 Re
ti�ed 24-
ell28 e1e2C5 Cantitrun
ated 5-
ell9Dabei hei�t trun
ated abgestumpft und re
ti�ed gestre
kt. Des Weiteren kommtdie Vorsilbe Canti- aus dem Englis
hen und bedeutet soviel wie s
hr�ag. Run
i- hatwahrs
heinli
h seinen Ursprung im Lateinis
hen (run
ina = Hobel). Cantellated bedeuteteine Abstumpfung der Kanten.



114 KAPITEL 8. ANGABE DER UNIFORMEN POLYCHORA# Existenz Namen29 H(3; 8; 8) stumpfes hexaedris
hes Prisma
hor30 e2C8 Cantellated 8-
ell31 e3C24 Run
inated 24-
ell32 
e1e2C8 Bitrun
ated 8-
ell, Run
i
anti
 8-
ell33 e1C8 stumpfer 8-Zeller, Trun
ated 8-
ell34 H(3; 3; 3; 3; 5) s
hr�ages dodekaedris
hes Prisma
hor35 e1e2e3C5 Omnitrun
ated 5-
ell36 H(3; 4; 5; 4) rhomben-ikosi-dodekaedris
hes Prisma
hor37 e1e3C16 Run
itrun
ated 16-
ell38 H(4; 6; 8) gro�es rhomben-kubo-oktaedris
hes Prisma
hor39 H(5; 6; 6) stumpfes ikosaedris
hes Prisma
hor40 e2C24 Cantellated 24-
ell41 e1e3C8 Run
itrun
ated 8-
ell42 e1C24 stumpfer 24-Zeller, Trun
ated 24-
ell43 e1e2C8 Cantitrun
ated 8-
ell44 H(3; 10; 10) stumpfes dodekaedris
hes Prisma
hor45 
e1C600 Re
ti�ed 600-
ell46 
e1e2C24 Bitrun
ated 24-
ell, stumpf-hex. Tetrakontaokta
hor47 e1e3C24 Run
itrun
ated 24-
ell48 e1e2e3C8 Omnitrun
ated 8-
ell49 C120 120-Zeller, Hekatonikosa
hor, f5,3,3g50 H(4; 6; 10) gro�er rhomben-ikosi-dodekaedris
hes Prisma
hor51 e1e2C24 Cantitrun
ated 24-
ell52 
e1C120 Re
ti�ed 120-
ell53 e1C600 stumpfer 600-Zeller, Trun
ated 600-
ell54 e1e2e3C24 Omnitrun
ated 24-
ell55 e3C120 Run
inated 120-
ell56 e2C600 Cantellated 600-
ell57 e2C120 Cantellated 120-
ell58 
e1e2C120 Bitrun
ated 120-
ell59 e1C120 stumpfer 120-Zeller, Trun
ated 120-
ell60 e1e3C600 Run
itrun
ated 600-
ell61 e1e2C600 Cantitrun
ated 600-
ell62 e1e3C120 Run
itrun
ated 120-
ell63 e1e2C120 Cantitrun
ated 120-
ell64 e1e2e3C600 Omnitrun
ated 600-
ellH(3; 3; 3; p) p-antiprismatis
hes Prisma
hor ( p � 3 )T (p; q) p; q-Biprisma
hor ( p; q � 3 )



Kapitel 9Die Ar
himedis
hen Poly
hora
"Es ist wi
htig darauf zu a
hten, dass die Bezei
hnungenEntde
kungen erlei
htern. In wundervoller Weise kann man sodie Arbeit des Geistes reduzieren.\ Gottfried Wilhelm Leibniz9.1 Abs
hlussIn Kapitel 7 haben wir alle m�ogli
hen uniformen Poly
hora gefunden undderen Existenz in Kapitel 8 bewiesen. Diese m�ussen wir nun wieder in kleinereGruppen aufteilen, so wie die uniformen Polyeder in die Platonis
hen undAr
himedis
hen Polyeder, die Prismen und Antiprismen aufgeteilt werden.Unter den uniformen Poly
hora �nden wir au
h die regelm�a�igen oderPlatonis
hen Poly
hora. Die unendli
hen Gruppen der antiprismatis
henPrisma
hora und der Biprisma
hora haben wir bereits als Gruppe bes
hrie-ben. So bleibt die Frage, ob wir die restli
hen Poly
hora als ar
himedis
hebezei
hnen k�onnen.Wie in Kapitel 1 und 2 gesehen ist die Eigens
haft ar
himedis
h s
hwerzu de�nieren. Daher gehen wir hier { wie z.B. seinerzeit au
h Kepler { denWeg des De�nierens dur
h Ausklammern. F�ur Ar
himedes waren die na
hihm benannten Polyeder kugelf�ormig und ni
ht 
a
h wie die (Anti-)Prismen.Dieses �ubersetzte Kepler in die folgende Eigens
haft: Jeder Fl�a
hentyp, derbei einem der gesu
hten Polyeder vorkommt, l�asst si
h mindestens dreimal�nden. Damit werden Prismen und Antiprismen ausgeklammert, da bei ihnenzwei parallele n-E
ken vorliegen und die restli
hen Fl�a
hen 3- oder 4-E
kesind. F�ur die endg�ultige De�nition hat Kepler s
hlie�li
h no
h die Platoni-s
hen Polyeder entfernt. 115



116 KAPITEL 9. DIE ARCHIMEDISCHEN POLYCHORAF�ur unsere uniformen Poly
hora hei�t dies nun, dass wir von den 64gefundenen Poly
hora { die antiprismatis
hen Prisma
hora und die Bipris-ma
hora sind s
hon ausgeklammert { neben den Platonis
hen Poly
horano
h diejenigen Poly
hora entfernen m�ussen, die aus zwei parallelen Zellenglei
hen Typs und anderen Zellen mit H�au�gkeiten gr�o�er als zwei bestehen.In die E
kenumgebungen �ubersetzt sind die letztgenannten Poly
hora genaudiejenigen, deren E
kenumgebung aus einer beliebigen (uniformen) Zelle undansonsten nur no
h aus Prismen besteht. Dies sind die Poly
hora, die wir inKapitel 8 dur
h prismatis
hes Ho
hziehen erhalten haben.Damit k�onnen wir die restli
hen 41 Poly
hora zusammenfassen zu denAr
himedis
hen Poly
hora.Im Folgenden sollen nun no
h einmal die Abwi
klungen der E
kenumge-bungen der Platonis
hen Poly
hora, der Prisma
hora und der Ar
himedis
h-en Poly
hora dargestellt werden.9.2 E
kenumgebungen der Platonis
hen Po-ly
hora
# 1 # 2 # 65-Zeller 16-Zeller 8-Zeller
# 7 # 24 # 4924-Zeller 600-Zeller 120-Zeller



9.3. ECKENUMGEBUNGEN DER PRISMACHORA 1179.3 E
kenumgebungen der Prisma
hora

# 4 # 5 # 6tetraedris
hes oktaedris
hes hexaedris
hesPrisma
hor Prisma
hor Prisma
hor (= 8-Zeller)

# 9 # 10 # 14ikosaedris
hes kubo-oktaedris
hes stumpfes tetra-Prisma
hor Prisma
hor edris
hes Prisma
hor

# 16 # 18 # 19s
hr�ages hexa- rhomben-kubo- dodekaedris
hesedris
hes Prosma
hor oktaedris
hes Prisma
hor Prisma
hor
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# 25 # 26 # 29stumpfes okta- ikosi-dodeka- stumpfes hexa-edris
hes Prisma
hor edris
hes Prisma
hor edris
hes Prisma
hor

# 34 # 36 # 38s
hr�ages dode- rhomben-ikosi-dode- gro�es rhomben-kubo-kaedris
hes Prisma
hor kaedris
hes Prisma
hor oktaedris
hes Prisma
hor

# 39 # 44 # 50stumpfes ikosa- stumpfes dodeka- gro�es rhomben-ikosi-do-edris
hes Prisma
hor edris
hes Prisma
hor dekaedris
hes Prisma
hor



9.4. ECKENUMGEB. DER ARCHIMEDISCHEN POLYCHORA 1199.4 E
kenumgebungen der Ar
himedis
henPoly
hora

# 3 # 8 # 11Re
ti�ed 5-
ell Run
inated 5-
ell Cantellated 5-
ell

# 12 # 13 # 15Re
ti�ed 8-
ell stumpfer 5-Zeller stumpf-tetraedris
hesDeka
hor

# 17 # 20 # 21Run
inated 8-
ell stumpfer 16-Zeller Run
itrun
ated 5-
ell
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# 22 # 23 # 27s
hr�ager 24-Zeller gro�es Antiprisma
hor Re
ti�ed 24-
ell

# 28 # 30 # 31Cantitrun
ated 5-
ell Cantellated 8-
ell Run
inated 24-
ell

# 32 # 33 # 35Run
i
anti
 8-
ell stumpfer 8-Zeller Omnitrun
ated 5-
ell
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# 37 # 40 # 41Run
itrun
ated 16-
ell Cantellated 24-
ell Run
itrun
ated 8-
ell

# 42 # 43 # 45stumpfer 24-Zeller Cantitrun
ated 8-
ell Re
ti�ed 600-
ell

# 46 # 47 # 48stumpf-hexaedris
hes Run
itrun
ated 24-
ell Re
ti�ed 8-
ellTetrakontaokta
hor
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# 51 # 52 # 53Cantitrun
ated 24-
ell Re
ti�ed 120-
ell stumpfer 600-Zeller

# 54 # 55 # 56Omnitrun
ated 24-
ell Run
inated 120-
ell Cantellated 600-
ell

# 57 # 58 # 59Cantellated 120-
ell Bitrun
ated 120-
ell stumpfer 120-Zeller
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# 60 # 61 # 62Run
itrun
ated 600-
ell Cantitrun
ated 600-
ell Run
itrun
ated 120-
ell

# 63 # 64Cantitrun
ated 120-
ell Omnitrun
ated 600-
ellDie kursiv gestellten Namen stammen (wie auf Seite 113 s
hon erw�ahnt)von Norman W. Johnson und George Olshevsky.9.5 No
h o�ene FragenObwohl s
hon viele Arbeiten �uber die Ar
himedis
hen Poly
hora verfasstwurden, die deren Symmetrien und Zusammenh�ange untereinander bes
hrei-ben, bleiben einige naheliegende Fragen o�en. So ist es bis heute { na
hmeinem Wissensstand { keinem gelungen, die Ar
himedis
hen bzw. unifor-men Poly
hora einheitli
h und s
hnell dur
h eine Art Kurznotation darzustel-len. Ledigli
h Abk�urzungen wie TC5 f�ur den stumpfen 5-Zeller (engl. trun
ed5-
ell) sind gebr�au
hli
h, lassen si
h aber ni
ht mit dem wohlbekanntenS
hl�a
i-Symbol f�ur die regelm�a�igen Polytope verglei
hen. Bei letzteren l�asstsi
h mit einer simplen Vors
hrift aus dem Symbol das Polytop rekonstruieren,



124 KAPITEL 9. DIE ARCHIMEDISCHEN POLYCHORAwogegen die Abk�urzungen von Autor zu Autor stark variieren. Einzig vonW.A. Wytho� (Siehe Kapitel 1) wurde dies mit m�a�igem Erfolg versu
ht:Mit seiner Wytho�-Kaleidoskop-Konstruktion (bes
hrieben z.B. in [6℄) lassensi
h fast alle uniformen Poly
hora darstellen { mit Ausnahme des gro�enAntiprisma
hors, der Prisma
hora zum s
hr�agen Hexa- und Dodekaeder sowiedes s
hr�agen 24-Zellers. Dabei benutzt Wytho� Spiegelsymmtrien auf dervierdimensionalen Sph�are S3 aus; ein in einem (unregelm�a�igen) sph�aris
henTetraeder be�ndli
her Punkt wird an allen Grenz
�a
hen mit dem Tetraederzusammen so lange gespiegelt, bis S3 einmal vollst�andig bede
kt ist. Dieerhaltene Menge der Spiegelpunkte ist unter gewissen Umst�anden identis
hmit der E
kenmenge eines uniformen Poly
hors.Coxeter konnte diese Konstruktion dahingehend erweitern, dass alle bis1960 bekannten uniformen Poly
hora damit erzeugt werden konnten, indemer von den endli
hen Spiegelgruppen eine rotierende Untergruppe betra
htete.Faktis
h betra
htete er ni
ht mehr jeden Spiegelpunkt, sondern nur no
hjeden zweiten. Als dann allerdings das gro�e Antiprisma
hor gefunden wurde,s
hrieb Coxeter:"Die Existenz von Conways gro�em Antiprisma
hor deutetdarauf hin, dass es in R�aumen mit mehr als vier Dimensionen wahrs
heinli
hviele uniforme Polytope gibt, deren Symmetriegruppen ni
ht dur
h Re
exio-nen erzeugt werden. Deren Klassi�kation wird f�ur zuk�unftige Geometer eineinteressante Herausforderung sein.\[9℄Arbeiten zu uniformen Polytopen mit Dimension gr�o�er als 4 gibt eszwar s
hon (z.B. von Gosset [11℄ oder Coxeter [9℄), allerdings su
hen dieseni
ht systematis
h na
h allen, sondern nur na
h einigen mit besonderenEigens
haften (Regelm�a�igkeit der Zellen bei Gosset oder Erzeugung dur
hRe
exionen bei Coxeter). �Uber die regelm�a�igen Polytope wei� man, dasses zwar in vier Dimensionen se
hs, in h�oheren aber nur no
h je drei gibt.Klammert man in den h�oheren Dimensionen alle Prismatope und die regelm�a-�igen Polytope aus, ist somit no
h v�ollig o�en, ob mit steigender Dimensiondie Zahl der Ar
himedis
hen Polytope au
h w�a
hst, oder ob es eine obereGrenze oder sogar immer weniger gibt.Weitere interessante Fragen bes
h�aftigen si
h mit den dualen Poly
hora:Die Dualen zu den Ar
himedis
hen Polyedern { wel
he �uber E
kentransitivi-t�at verf�ugen { sind die sogenannten Catalanis
hen Polyeder, die per De�ni-tion Fl�a
hentransitivit�at besitzen. Die Dualen zu den Ar
himedis
hen Poly-
hora besitzen somit per De�nition Zelltransitivit�at; eine Charakterisierungdieser Poly
hora wurde meines Wissens ebenfalls no
h ni
ht ver�o�entli
ht.Eine weitere Verallgemeinerung der Ar
himedis
hen Poly
hora w�are dieUntersu
hung der konvexen Poly
hora mit regelm�a�igen Fl�a
hen. In [10℄ wird



9.5. NOCH OFFENE FRAGEN 125die Anzahl der konvexen Polyeder mit regelm�a�igen Fl�a
hen mit 111 ange-geben (leider ohne Beweis). Wie sieht es im 4-Dimensionalen aus?Und letztendli
h stellt si
h die Frage, ob die Grundlagenfors
hung indiesem Gebiet der Geometrie ni
ht eines Tages unerwartet Anwendung inz.B. der Loop-Quantengravitation �ndet. Zur Zeit gibt es Arbeitsgruppenin der Theoretis
hen Physik, die versu
hen, die h�oherdimensionale Raumzeitzu diskretisieren. Dabei treten zwangsl�au�g h�oherdimensionale Polytope auf,deren Faltwinkel die Raumzeit-Kr�ummung und deren Volumina die Quanten-und Energiezust�ande de�nieren ([22℄, [23℄).



126 KAPITEL 9. DIE ARCHIMEDISCHEN POLYCHORA



Anhang ATabellen"Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott ges
ha�en, alles andereist Mens
henwerk.\ Leopold Krone
kerA.1 Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re1 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0.79056941504212 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.86602540378443 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.07448057087484 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 15 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ni
ht existent6 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ni
ht existent7 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ni
ht existent8 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ni
ht existent9 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ni
ht existent10 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ni
ht existent11 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) ni
ht existent12 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) ni
ht existent13 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) ni
ht existent14 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.816496580927715 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.854545409331916 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.000000000000017 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.623671666799818 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.847759065022619 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) ni
ht existent20 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.912870929175321 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.000000000000022 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.118033988749923 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.274162392263524 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.485633461250325 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.485633461250326 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.790457222026027 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 2.288245611270728 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 3.374024977095229 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 130 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) ni
ht existent31 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) ni
ht existent32 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.028075936438233 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 5.236067977499834 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.154700538379335 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.612451549659736 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.498948511641637 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) ni
ht existent38 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.288921491379139 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.428439748298840 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.613125929752841 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.5717796842868Fortf�uhrung auf folgender Seite127



128 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re42 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.717954400466843 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 9.744610178324044 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.866282327413745 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.016279777437246 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.167595235810747 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.319967817202648 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.894822977880849 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.028335029362250 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.345299222289951 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.404724579392752 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.923051588335353 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.074480570874854 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.173931554622155 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1.287991592639756 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.413391734880557 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1.413391734880558 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 1.548743451220359 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 1.693527085331160 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 1.847768990459861 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2.011913698919262 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 2.186778108572863 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2.373554108163264 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.274754878398265 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1.392568039481066 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 1.520085500413167 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 1.520085580413168 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 1.654052826699369 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 1.792630885476070 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 1.934650560624971 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,12) 2.079316512346172 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,13) 2.226063515198073 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,14) 2.374477059585074 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.843908891458675 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 2.565384388251576 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 4.179968415550577 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.183215956619978 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.525633432389679 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.582889721198880 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.497212040956881 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 1.524458669761282 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 1.671299958212583 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 1.671299958212584 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 1.828593338241685 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,10) 1.994249571287186 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,11) 2.167219085028187 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,12) 2.347006107418588 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,13) 2.533456498885189 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,14) 2.726652980535290 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.847759065022691 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 1.847759065022692 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 2.044331056632993 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 2.260038986970494 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,11) 2.495913224031195 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,12) 2.754439156638496 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,13) 3.039545867422097 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,14) 3.356918589198798 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 6) ( 4, 8, 6) 3.005916483525999 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226100 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 9) 2.0443310566329101 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,10) 2.2600389869704102 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,11) 2.4959132240311103 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,12) 2.7544391566384104 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,13) 3.0395458674220105 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,14) 3.3569185891987106 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4, 9) 2.2974881732558107 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,10) 2.5922789997394108 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,11) 2.9388752603183109 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,12) 3.3551333007487110 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,13) 3.8719444254389111 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,14) 4.5463228637087112 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.2535251879095113 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.4148861690271114 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,10) 3.0112501486612115 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,11) 3.5607732600372116 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,12) 4.3356661142053117 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,13) 5.5824656754535118 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,14) 8.2755734614735119 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 2.6131259297528120 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 8) ( 4, 6, 8) 4.2994512875760121 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,11) 4.5321391717300122 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,12) 6.4589364737097123 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,13) 16.6057375885695Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.1. TABELLE 1 129Fortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re124 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) 6.7350337619791125 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 6) ( 4,10, 6) 11.2521066192067126 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0.6324555320337127 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7071067811865128 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646129 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499130 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499131 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) ni
ht existent132 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) ni
ht existent133 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) ni
ht existent134 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) ni
ht existent135 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) ni
ht existent136 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) ni
ht existent137 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) ni
ht existent138 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) ni
ht existent139 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) ni
ht existent140 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) ni
ht existent141 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) ni
ht existent142 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.7905694150421143 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.8368950163968144 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.0000000000000145 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4057619266345146 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503147 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998148 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2.3085869096904149 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2.1553877590020150 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.0031202459493151 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 1.8520153229578152 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 1.7023845272343153 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10,10) 3.0536251376065154 ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.5546569762232155 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.4094376878690156 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.7791615995435157 ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.2676021023674158 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.1304540227832159 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.1998999434206160 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.0000000000000161 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.6180339887499162 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.1818181369929163 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.8794652240646164 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.0317836260834165 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.3516822182379166 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.4047245793927167 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.2486533399101168 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7745966692415169 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646170 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000171 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.0000000000000172 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.1304540227832173 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1.2676021023674174 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.3783989547414175 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1.4094376878690176 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 1.5546569762232177 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 1.7023845272343178 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 1.8520153229578179 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 2.0031202459493180 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 2.1553877590020181 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2.1775242112341182 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 2.3085869096904183 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.2649110640674184 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 2.1497256437880185 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.2247448713916186 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6988629556124187 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.7854054561113188 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 3.8351276292321189 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.0317836260834190 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2297911042740191 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.2297911042740192 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.4759894490559193 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.7873830995918194 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.1002009374032195 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 8) 2.2019299228077196 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 9) 2.8089206080726197 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,10) 3.8812778265187198 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,11) 7.1240837963332199 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499200 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499201 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354202 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779203 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499204 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354205 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779Fortf�uhrung auf folgender Seite



130 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re206 ( 3, 3, 3) ( 3,10,10) ( 3,10,10) 8.2183343605926207 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 5) 4.5345678844570208 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 4.0923274785571209 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 5.7972326672579210 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1.2649110640674211 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 1.5811388300842212 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845213 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2747548783982214 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597215 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295216 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 8.2789503961853217 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.2742336201788218 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3374135989270219 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.4142135623731220 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1.8439088914586221 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.6457513110646222 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.1213203435596223 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3.1648222331528224 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 6.8819096023559225 ( 6, 6, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 3.0059164835259226 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845227 ( 6, 6, 3) ( 5, 6, 6) ( 5, 6, 6) 7.5796338776189228 ( 6, 6, 3) ( 6,10, 4) ( 6,10, 4) 11.2521066192067229 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.9128709291753230 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.0280759364382231 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) 0.8660254037844232 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1547005383793233 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 4) 0.9626924198812234 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.2889214913791235 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4284397482988236 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4284397482988237 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0744805708748238 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.0744805708748239 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.5717796842868240 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7179544004668241 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.1970850854857242 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.8662823274137243 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0162797774372244 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.3274898624399245 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.1675952358107246 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.4337243914993247 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 8) 1.4636030534499248 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3199678172026249 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 9) 1.6039684667553250 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,10) 1.7475600524206251 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,11) 1.8936431500996252 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,12) 2.0416825252255253 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,13) 2.1912814325983254 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2.2130600506867255 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,14) 2.3421408775009256 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.9626924198812257 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.1180339887499258 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4337243914993259 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503260 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.2882456112707261 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 1.0744805708748262 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 5) 1.6935270853311263 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.2130600506867264 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 1.1970850854857265 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) 1.2747548783982266 ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 1.3274898624399267 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 1.4636030534499268 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) 1.8477590650226269 ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 1.6039684667553270 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 1.7475600524206271 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10,10) 3.0112501486612272 ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 1.8936431500996273 ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 2.0416825252255274 ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 2.1912814325983275 ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 2.3421408775009276 ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 6) 3.9200106572748277 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2.4086196502713278 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1.6796925924246279 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 8) 2.4911339993545280 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6,10) 4.3524093264436281 ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 2.4972120409568282 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1.0959855872742283 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.9430407487778284 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1.2456297057804285 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.0865776768169286 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1.4083579967203287 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.5828897211988Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.1. TABELLE 1 131Fortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re288 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.5828897211988289 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2597328151595290 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.2597328151595291 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 1.7690528347569292 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 1.9674433999352293 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.4616519166352294 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 2.1792951484760295 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 2.4064664432462296 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1.6953540714636297 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 2.6515160741604298 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.9050956844255299 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1.9679680537909300 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,14) 2.9178695011618301 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.2923194341791302 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 2.6908523254729303 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.2050684011596304 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.9212492207810305 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5.0597194323143306 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5.2904045789883307 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7.4716542720927308 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041309 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8754048211044310 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 1.9787054780462311 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998312 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.1832159566199313 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.7405705750130314 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8477590650226315 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 6.7350337619791316 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586317 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3.0059164835259318 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6,10) 11.2521066192067319 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597320 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.0219124213533321 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 4, 4) 3.4989485116416322 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 8) ( 4, 8, 6) 4.2994512875760323 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.5828897211988324 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 2.0069186467091325 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.6131259297528326 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 2.6131259297528327 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4972120409568328 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 2.4972120409568329 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 3.7925682137340330 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 9.7446101783240331 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.0000000000000332 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.1061676173844333 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.2247448713916334 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.3520300579520335 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4856334612503336 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503337 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.6239328935037338 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7657955682213339 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.9104126235668340 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0571948880864341 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.2057052779045342 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3556140047814343 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.1061676173844344 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 2.2882456112707345 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2247448713916346 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6583123951777347 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295348 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 3.8351276292321349 ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.3520300579520350 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.4856334612503351 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.3709323785295352 ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.6239328935037353 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.7657955682213354 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 3.8351276292321355 ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.9104126235668356 ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.0571948880864357 ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.2057052779045358 ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.3556140047814359 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.0317836260834360 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.2437516475077361 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6987933095147362 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.7788236456639363 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.4169299300339364 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.2486060204784365 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731366 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1.6000628928598367 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.8061441787369368 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1.8061441787369369 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 2.0343275518360Fortf�uhrung auf folgender Seite



132 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re370 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 2.2882456112707371 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 2.5736212823916372 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2.8990706197284373 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 3.2776643282270374 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2.7299587242784375 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.6583123951777376 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1.9673508598052377 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 2.3709323785295378 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 2.3709323785295379 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 2.9355086768250380 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 3.8351276292321381 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 5.7577889539464382 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.6457513110646383 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.7320508075689384 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 5.7874250218476385 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 2.5342468588086386 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 3.5992881444312387 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 3.5992881444312388 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 7.6919252468704389 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 1.2030019100151390 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) 1.4877921533475391 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) 1.3128620634895392 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 7) 1.4323379752543393 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.5590745905621394 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 8) 1.5590745905621395 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 9) 1.6913795672034396 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,10) 1.8280155323464397 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,11) 1.9680658500247398 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,12) 2.1108428660890399 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,13) 2.2558241444594400 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,14) 2.4026077784924401 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 4) ( 5, 6, 6) 2.5279589543122402 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.1365469837747403 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041404 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.7358599865523405 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8061441787369406 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.0776835371753407 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.9757970370024408 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.8157044444730409 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 5, 4, 3) 3.0776835371753410 ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998411 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 5, 4, 3) 8.2789503961853412 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 6) ( 5, 6, 6) 9.1241012486160413 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 5, 3, 5) 6.0735939788562414 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 1.3128620634895415 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1.6583123951777416 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731417 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 7) 1.5257736652616418 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.6453287760161419 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 8) 1.6453287760161420 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.5279589543122421 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 9) 1.7712024284658422 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,10) 1.9021130325903423 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,11) 2.0370754508077424 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,12) 2.1753277471611425 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,13) 2.3162762730244426 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,14) 2.4594546833642427 ( 4, 6, 4) ( 4, 8, 4) ( 6, 8, 4) 2.3709323785295428 ( 4, 6, 4) ( 4,10, 4) ( 6,10, 4) 3.8351276292321429 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.2529812470232430 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4273174361375431 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8014916055634432 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8658457801852433 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9844187466970434 ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3542484191547435 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) 1.8930378060148436 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 8) 3.0075039974212437 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6,10) 8.2789503961853438 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597439 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.2459694766195440 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 4, 4) 2.3709323785295441 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 5, 4) 8.2789503961853442 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998443 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416444 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6,10) 12.7866511327240445 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998446 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 8) 5.1699054209297447 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 7) 2.7278379770077448 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 3, 4) 3.4989485116416449 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 8) 3.4989485116416450 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 6, 5) 5.5151072396644451 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 9) 5.0206097151088Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.1. TABELLE 1 133Fortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re452 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4,10) 12.7866511327240453 ( 4, 6, 4) ( 6, 8, 4) ( 4, 8, 6) 5.1699054209297454 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 1.4323379752543455 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 6) 1.5257736652616456 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 7) 1.6297148692981457 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.7421515602244458 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 8) 1.7421515602244459 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 9) 1.8614895434057460 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,10) 1.9864589767613461 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,11) 2.1160485981869462 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,12) 2.2494523967345463 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,13) 2.3860262049235464 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,14) 2.5252529808176465 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.3780485284423466 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.5373682481086467 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8838666207530468 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.9436999186104469 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9704429770281470 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) 1.8477590650226471 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 1.5590745905621472 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) 1.6453287760161473 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) 1.7421515602244474 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.8477590650226475 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226476 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 9) 1.9606796841376477 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,10) 2.0796972784366478 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,11) 2.2038110566629479 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,12) 2.3322001605256480 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,13) 2.4641920692516481 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,14) 2.5992352953722482 ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 6) 2.6131259297528483 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.5095764889788484 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.6557657380576485 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.9781448879832486 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.0341635103229487 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9943013877480488 ( 4, 8, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.9902592100154489 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 8, 6) 2.7530644020744490 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 8, 6) 3.4989485116416491 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 4) 2.6131259297528492 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 3, 3) 8.2340994272626493 ( 4, 8, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 8, 4) 3.4989485116416494 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 8, 6) 5.1848401619278495 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 1.6913795672034496 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 6) 1.7712024284658497 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 7) 1.8614895434057498 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.9606796841376499 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 8) 1.9606796841376500 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 9) 2.0674419182184501 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,10) 2.1806402801364502 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,11) 2.2993117306895503 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,12) 2.4226450111752504 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,13) 2.5499595713617505 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,14) 2.6806856179205506 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.6460055359316507 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.7807038172341508 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.0816249836270509 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.1342755088937510 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.0406128553468511 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 1.8280155323464512 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) (10,10, 3) 3.0112501486612513 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) 1.9021130325903514 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 7) 1.9864589767613515 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.0796972784366516 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 8) 2.0796972884366517 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 9) 2.1806402801364518 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,10) 2.2882456112707519 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,11) 2.4016057921801520 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,12) 2.5199374588110521 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,13) 2.6425687808883522 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,14) 2.7689260243409523 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.7862076179023524 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.9108345330172525 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.1925081003689526 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.2421238339022527 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.1022333689989528 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3,10,10) 3.3783801665753529 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) ( 4,10, 6) 4.9173509014000530 ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 6) 9.7446101783240531 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) ( 4,10, 6) 12.7866511327240532 ( 4,10, 4) ( 4, 6, 6) ( 6,10, 4) 12.7866511327240533 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3,10,10) 9.7446101783240Fortf�uhrung auf folgender Seite



134 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re534 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 1.9680658500247535 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 6) 2.0370754508077536 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 7) 2.1160485981869537 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2038110566629538 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 8) 2.2038110566629539 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 9) 2.2993117306895540 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,10) 2.4016057921801541 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,11) 2.5098511478904542 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,12) 2.6233046334446543 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,13) 2.7413157726280544 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,14) 2.8633186570491545 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.9293587269667546 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.0451336799537547 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.3094764858686548 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.3563323141838549 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.1752881655088550 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 2.1108428660890551 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 6) 2.1753277471611552 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 7) 2.2494523967345553 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.3322001605256554 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 8) 2.3322001605256555 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 9) 2.4226450111752556 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,10) 2.5199374588110557 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,11) 2.6233046334446558 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,12) 2.7320508075689559 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,13) 2.8455555838087560 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,14) 2.9632698404113561 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.0748439845282562 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.1828138278598563 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.4315143057561564 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.4758490031575565 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.2574126702332566 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 2.2558241444594567 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 6) 2.3162762730244568 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 7) 2.3860262049235569 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.4641920692516570 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 8) 2.4641920692516571 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 9) 2.5499595713617572 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,10) 2.6425687808883573 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,11) 2.7413157726280574 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,12) 2.8455555838087575 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,13) 2.9547032923716576 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,14) 3.0682328973691577 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.2222069850965578 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.3232634353639579 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.5578159791334580 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.5998420166121581 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.3470238795663582 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 2.4026077784924583 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 6) 2.4594546833642584 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 7) 2.5252529808176585 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.5992352953722586 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 8) 2.5992352953722587 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 9) 2.6806856179205588 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,10) 2.7689260243409589 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,11) 2.8633186570491590 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,12) 2.9632698404113591 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,13) 3.0682328973691592 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,14) 3.1777090299530593 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.3710962234011594 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.4660029513075595 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.6877316605059596 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.7276400366935597 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.4429824427021598 ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) 2.1497256437880599 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.8690012164061600 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2.2579413896112601 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 3.4142135623731602 ( 8, 8, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 4.2994512875760603 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.3693540254613604 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.4540063081118605 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.5611178676897606 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.5611178676897607 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.6896083877261608 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.8386279535405609 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.9693491815190610 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3.0076253303879611 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.1964218161754612 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.4052758290510613 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.6349459864691614 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8867653622366615 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1627417583771Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.1. TABELLE 1 135Fortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re616 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2048729779278617 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.4657021351903618 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.2204628561899619 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.3109558970717620 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4252598259893621 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.4252598259893622 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.5621995913956623 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.7209323861516624 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.8602248055588625 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.9010350374439626 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.1025939866372627 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.3262893451780628 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5734886632919629 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8463719864744630 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1481149052794631 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.1944569975304632 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.4831664009556633 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.0731321849710634 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.1702939482798635 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.2927977424728636 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.2927977424728637 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.4393961331533638 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.6093238539426639 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.7586170612811640 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.8024101782398641 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.0191945607754642 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2610489499624643 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5303367694622644 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8306487877702645 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1671719573698646 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2193194484501647 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.5472804667061648 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.9277348156444649 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.0325796184758650 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1645319334072651 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.1645319334072652 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3223289095163653 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.5054149847988654 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.6666816207973655 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.7140911580449656 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.9496798404562657 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2147319873589658 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5133370916661659 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8516243001061660 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.2385995138432661 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2994044548613662 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.6875875483766663 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.7847685885980664 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) 3.0779794913125665 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.8985614411982666 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.0415541346237667 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.0415541346237668 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.2125950936685669 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.4115890948452670 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5877305945674671 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.6397132909677672 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.8996945335464673 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.1962266107498674 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5366702220830675 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.9322817194762676 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.4004568148186677 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.4757491778287678 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.9690674238380679 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6,10, 4) 4.2338691077706680 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4,10, 6) 4.9433550798714681 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3,10,10) 4.1082266495914682 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6,10, 4) 5.3062530270643683 ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) ( 3,10,10) 8.5228288302125684 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.6449124791018685 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.7692705324754686 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.9254187028011687 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.9254187028011688 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.1125883217959689 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.3316387954170690 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5272942503388691 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5854271680490692 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.8793852415718693 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2225308856769694 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.6293538989905695 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4.1235203905997696 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.7457254873464697 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.8502701008646Fortf�uhrung auf folgender Seite



136 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re698 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 5.5723735349233699 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.5091166035481700 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.6461854659840701 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.8184815859909702 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.8184815859909703 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.0262121578338704 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2722441669330705 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.4957075409207706 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5629154477415707 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.9095575604770708 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.3315611160724709 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.8629962380490710 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4.5685324868646711 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5.5888820510876712 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5.7793964720044713 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7.3136775978926714 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 8, 4) 2.5198704296914715 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2.7414408633281716 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2.1334037830246717 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 8, 4) 2.8039135551837718 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 3, 3, 4) 3.1473334750913719 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 8, 6) 6.8024304626517720 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.3787562757436721 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.5315607369348722 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.7246709146558723 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.7246709146558724 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9606615885934725 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2469796037175726 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5156276749877727 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5983484665612728 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.0421491577136729 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.6316535189216730 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 4.4843305516578731 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 5.9296903322034732 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 9.5671506353565733 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 10.7510003490968734 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.2559260603991735 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 4) 1.7360349347798736 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.4292042610395737 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6515935363575738 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6515935363575739 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 5) 2.8904791588392740 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9318516525781741 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2900259377468742 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.6508463531453743 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.7679854360425744 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.4608492818074745 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 4.6411441917255746 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 7.6902927103646747 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 6, 6) 3.1057390536602748 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1.8785650128320749 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 8) 3.2665091810649750 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3906843773376751 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 1.8846070552030752 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 1.6951062236633753 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1805141120249754 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 2.1805141120249755 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 3.6601715243672756 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 6) 3.1014193772396757 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 7) 6.5752441912204758 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 6, 8, 4) 4.4756518375084759 ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 3.0069007107531760 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.1441228056354761 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 5, 5) 1.6180339887499762 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.3468366704417763 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499764 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499765 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9870217720085766 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.5268292777930767 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 3.1967927412379768 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3.4559226858042769 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 5.9609878922797770 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 3.8838954002377771 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 3.0776835371753772 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 5, 6, 6) 4.6435230050845773 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1.2068438432900774 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0505014948077775 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1.4187046815066776 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.3065629648764777 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1.6744822839444778 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.9902592100154779 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.9902592100154Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.1. TABELLE 1 137Fortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re780 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6960257620654781 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6960257620654782 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 2.3977631094599783 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 2.9643819937277784 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3849521042238785 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 3.8640188304379786 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 5.7781181085086787 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 4.4017590345476788 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 63.2175936947309789 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.6142560914637790 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.4094719757914791 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 4.2050406497963792 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4470094406589793 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.5328708957304794 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 4.8847340418556795 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.2273598099659796 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 7.8608091906108797 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 2.3210912748798798 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 3.4142135623731799 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 5.0303491310606800 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.4877921533475801 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.8090169943749802 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 2.2622975357394803 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 2.9844656411773804 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 2.9844656411773805 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 4.5207789088127806 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 2.5279589543122807 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 4.7227240899738808 ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 9.1241012486160809 ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 6.0735939788562810 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000811 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.4470094406589812 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 3.0776835371753813 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 3.0776835371753814 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.5811388300842815 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 2.1213203435596816 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 2.2273598099659817 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 4.6435230050845818 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 4.6435230050845819 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 7.5796338776189820 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 2.6457513110646821 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 9.1241012486160822 ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) 3.7024591736438823 (10,10, 3) (10,10, 3) (10,10, 3) 8.2183343605926824 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0.8660254037844825 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.9626924198812826 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748827 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.1970850854857828 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.3274898624399829 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.4636030534499830 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 1.4636030534499831 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 1.6039684667553832 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 1.7475600524206833 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 1.8936431500996834 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) 2.0416825252255835 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) 2.1912814325983836 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) 2.3421408775009837 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000838 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.1075433219776839 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.4749205163937840 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.8115759993244841 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 3.2600324466713842 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499843 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576844 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128845 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799846 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760847 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760848 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154849 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 3.6496014582307850 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 5.4879074098064851 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.2361175478356852 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 7.9843439059462853 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.3575972638516854 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.1614710210893855 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 5.0192038029992856 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.4831603675465857 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.6126866126344858 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 3.4265273530851859 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.7457955750998860 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.8820452948007861 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 12.6006077725518Fortf�uhrung auf folgender Seite



138 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re862 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2.0210092720641863 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.1623045094416864 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.3055986382782865 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.4506081856329866 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.2811042007441867 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.1330029654128868 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311869 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299870 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913871 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000872 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.1407082402971873 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.7514198939134874 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.3295081343279875 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.0497420733771876 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) 2.8133214489239877 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) 2.6826212153595878 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) 2.5544279464996879 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) 2.4290929263426880 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) 2.3070706987832881 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 4, 9, 4) 2.1889864216582882 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 4) 2.0757728280549883 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 4, 7, 4) 1.9689768080124884 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 4) 1.8715399230265885 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4) 1.7901926268144886 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 4) 1.7453849353439887 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.8477590650226888 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 4) 2.6208410542104889 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499890 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576891 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128892 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799893 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760894 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760895 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154896 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 3.6496014582307897 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 5.4879074098064898 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.7453849353439899 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.4856334612503900 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.2882456112707901 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.6262609376764902 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.7608907317348903 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.8930963839612904 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 2.0245414893421905 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 2.1560964399916906 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 2.2882456112707907 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2.4212641031703908 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.5553046591499909 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.6904446627268910 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.8267134963794911 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 4.4171336565434912 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 4) 2.2882456112707913 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 2.4897996260159914 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.2464837087846915 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4) 5.2360679774998916 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) 1.6124515496597917 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) 2.9959403738533918 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 2.6731774536620919 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0359236764270920 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 4) 3.4989485116416921 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 2.8456275506930922 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0037313146328923 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 3.0107307307977924 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 4) 2.6131259297528925 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0376572056543926 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 3.1705435969993927 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.1037123449773928 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 3.3263737553150929 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.1880095708549930 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 4) 9.7446101783240931 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 3.4791150115370932 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.2838126010679933 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 3.6294117816319934 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.3874613464742935 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 3.7777477524888936 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.4967979219598937 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 3.9244973796033938 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.6104680637186939 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.4047245793927940 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 10.3323112613055941 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311942 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299943 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 139Fortf�uhrung von Tabelle 1Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re944 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0.7071067811865945 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.8794652240646946 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.1478467401891947 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499948 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499949 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.8981832422992950 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000951 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.2018498850284952 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 3.0221088693172953 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2.5881662928569954 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2.4519914282739955 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.3188200592554956 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 2.1893118380724957 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 2.0643780868563958 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.9453537805568959 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.8343618543286960 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.7351925506392961 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.6558365992537962 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 2.3058000812441963 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.6180339887499964 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.7169419311695965 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.4856334612503966 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 2.6434661548451967 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 2.4205801546144968 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2.4188581648783969 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 2.4794326277709970 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 2.5665449198145971 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 2.6676222440029972 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 2.7771299239076973 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 2.8922652698884974 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 3.0114630071868975 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 3.1337814307907976 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 3.2586186907225977 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4) 5.2360679774998978 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8.1775075030370979 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8.5511717736642980 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) ( 3, 4, 3, 3) 9.2399423256455981 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) ( 3, 4, 3, 3) 10.6923891658005982 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) 15.2963987852038983 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) 4.8292880628923984 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2.0313513666686985 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) 2.8219615378686986 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1.5811388300842987 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 2.2273598099659988 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845989 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.9217181031995990 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 6.1632933762333991 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2.3345476805478992 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 3.2498966514636993 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2.9164424557751994 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) 2.3709323785295995 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 4) 8.2789503961853996 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 1.0744805708748997 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.4337243914993998 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 2.2130600506867999 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 1.61803398874991000 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 4.6435230050845A.2 Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.126 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0.6324555320337127 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7071067811865944 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0.7071067811865168 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7745966692415142 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.79056941504211 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0.790569415042114 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.8164965809277 2143 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.8368950163968 115 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.8545454093319 12 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.8660254037844231 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) 0.8660254037844824 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0.8660254037844128 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646163 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.8794652240646 3945 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.8794652240646169 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646 3Fortf�uhrung auf folgender Seite



140 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.48 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.8948229778808 120 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.9128709291753 2229 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.9128709291753 2283 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.9430407487778 1256 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.9626924198812825 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.9626924198812233 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 4) 0.9626924198812160 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.0000000000000 3170 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000331 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.0000000000000810 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000871 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000950 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.000000000000016 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.000000000000021 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.0000000000000 1144 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.0000000000000171 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.0000000000000 3837 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.000000000000032 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.0280759364382 2230 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.0280759364382 249 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.0283350293622 1164 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.0317836260834189 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.0317836260834359 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.0317836260834774 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0505014948077 1261 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 1.0744805708748237 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0744805708748238 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.07448057087483 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748826 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.074480570874853 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748996 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 1.0744805708748285 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.0865776768169 1282 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1.0959855872742 1332 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.1061676173844 2343 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.1061676173844 2838 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.1075433219776 122 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1180339887499 1257 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.1180339887499842 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499889 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499158 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.1304540227832 3172 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.1304540227832 3402 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.1365469837747 1872 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.1407082402971 1760 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.1441228056354 1946 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.1478467401891 1232 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1547005383793 234 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.1547005383793 254 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.1739315546221 1312 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.183215956619977 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.1832159566199827 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.1970850854857241 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.1970850854857264 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 1.1970850854857159 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.1998999434206 1951 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.2018498850284 1389 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 1.2030019100151 2773 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1.2068438432900 1333 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.2247448713916 2185 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.2247448713916345 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2247448713916 2190 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2297911042740 1191 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.2297911042740 1851 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.2361175478356 1360 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.2437516475077 1284 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1.2456297057804 1364 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.2486060204784 1429 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.2529812470232 1734 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.2559260603991 1289 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2597328151595 1290 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.2597328151595 1183 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.2649110640674210 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1.2649110640674157 ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.2676021023674 3173 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1.2676021023674 323 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.2741623922635 1217 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.2742336201788 1213 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2747548783982265 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) 1.274754878398264 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.2747548783982866 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.2811042007441 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 141Fortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.55 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1.2879915926397 1234 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.2889214913791 238 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.2889214913791 2776 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.3065629648764 4391 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) 1.3128620634895 2414 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 1.3128620634895 2843 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576 1890 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576 1244 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.3274898624399828 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.3274898624399266 ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 1.3274898624399308 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041 1403 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041 1874 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.3295081343279 1218 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3374135989270 150 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.3452992222899 1762 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.3468366704417 1165 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.3516822182379 1334 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.3520300579520 2349 ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.3520300579520 2434 ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3542484191547 1853 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.3575972638516 1465 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.3780485284423 1174 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.3783989547414 1720 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.3787562757436 1750 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3906843773376 165 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1.3925680394810 151 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.4047245793927 1939 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.4047245793927 1166 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.4047245793927 1145 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4057619266345 1286 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1.4083579967203 1155 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.4094376878690 3175 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1.4094376878690 356 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.4133917348805 157 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1.4133917348805 1219 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.4142135623731365 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731 1416 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731775 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1.4187046815066 1430 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4273174361375 139 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.4284397482988 2235 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4284397482988 1236 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4284397482988 2736 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.4292042610395 1454 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 1.4323379752543 2392 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 7) 1.4323379752543 2997 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.4337243914993258 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4337243914993246 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.4337243914993792 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4470094406589811 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.4470094406589293 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.4616519166353 1247 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 8) 1.4636030534499267 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 1.4636030534499829 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.4636030534499 1830 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 1.4636030534499839 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.4749205163937192 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.4759894490559 1856 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.4831603675465 1899 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.4856334612503965 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.485633461250324 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.485633461250325 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503146 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503259 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503335 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4856334612503336 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503 2350 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.4856334612503 2390 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) 1.4877921533475800 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.4877921533475699 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.5091166035481 1483 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.5095764889788 166 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 1.5200855004131 167 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 1.5200855004131 181 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 1.5244586697612 178 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.5256334323896 1417 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 7) 1.5257736652616 2455 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 6) 1.5257736652616 2721 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.5315607369348 1466 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.5373682481086 158 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 1.5487434512203 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



142 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.154 ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.5546569762232 3176 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 1.5546569762232 3844 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128 1891 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128 1393 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.5590745905621 1394 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 8) 1.5590745905621 2471 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 1.5590745905621 2239 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.5717796842868 241 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.5717796842868 2211 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 1.5811388300842 1814 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.5811388300842986 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1.5811388300842287 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.5828897211988288 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.5828897211988 179 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.5828897211988323 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.5828897211988366 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1.6000628928598 1249 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 9) 1.6039684667553831 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 1.6039684667553269 ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 1.603968466755335 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597 1214 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597 1438 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597916 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) 1.6124515496597319 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597857 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.6126866126344 1789 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.6142560914637 1129 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499130 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499763 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499764 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499 (4)947 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499948 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499963 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.6180339887499203 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499199 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499200 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499161 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.6180339887499761 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 5, 5) 1.6180339887499999 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 1.618033988749917 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6236716667998 1337 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.6239328935037 2352 ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.6239328935037 2901 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.6262609376764 1456 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 7) 1.6297148692981 2684 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.6449124791018 1418 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.6453287760161 1419 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 8) 1.6453287760161 2472 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) 1.6453287760161 2506 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.6460055359316 1700 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.6461854659840 1737 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6515935363575 1738 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6515935363575 168 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 1.6540528266993 1484 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.6557657380576 1961 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.6558365992537 1375 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.6583123951777346 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6583123951777415 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1.658312395177782 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 1.6712999582125 183 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 1.6712999582125 1777 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1.6744822839444 1278 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1.6796925924246 1395 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 9) 1.6913795672034 2495 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 1.6913795672034 2868 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311262 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 5) 1.6935270853311941 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.693527085331159 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 1.6935270853311 1752 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 1.6951062236633 1296 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1.6953540714636 1780 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6960257620654 1781 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6960257620654 1361 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6987933095147 1186 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6988629556124 1177 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 1.7023845272343 3152 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 1.7023845272343 3964 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.7169419311695 142 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.7179544004668 2240 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7179544004668 2722 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.7246709146558 1723 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.7246709146558 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 143Fortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.383 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.7320508075689960 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.7351925506392 1404 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.7358599865523 1735 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 4) 1.7360349347798 1313 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.7405705750130 1457 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.7421515602244 1458 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 8) 1.7421515602244 2473 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) 1.7421515602244 2886 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 4) 1.7453849353439 1898 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.7453849353439 1859 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.7457955750998 1250 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,10) 1.7475600524206270 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 1.7475600524206832 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 1.7475600524206873 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.7514198939134902 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.7608907317348 1338 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7657955682213 2353 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.7657955682213 2291 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 1.7690528347569 1685 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.7692705324754 1421 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 9) 1.7712024284658 2496 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 6) 1.7712024284658 2362 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.7788236456639 1156 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.7791615995435 1507 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.7807038172341 1663 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.7847685885980 1187 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.7854054561113 1523 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.7862076179023 1193 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.7873830995918 1885 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4) 1.7901926268144 126 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.7904572220260 169 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 1.7926308854760 1431 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8014916055634 1405 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8061441787369 1367 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.8061441787369 1368 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1.8061441787369 1801 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.8090169943749 1701 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.8184815859909 1702 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.8184815859909 1396 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,10) 1.8280155323464 2511 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 1.8280155323464 284 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 1.8285933382416 1959 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.8343618543286 174 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586316 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586220 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1.8439088914586268 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) 1.8477590650226314 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8477590650226887 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.847759065022690 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.847759065022691 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 1.847759065022699 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226474 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.8477590650226475 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226 (2)470 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) 1.847759065022618 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.847759065022660 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 1.8477689904598 1178 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 1.8520153229578 3151 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 1.8520153229578 3845 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799 1892 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799 1459 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 9) 1.8614895434057 2497 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 7) 1.8614895434057 2432 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8658457801852 144 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.8662823274137 2242 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.8662823274137 2599 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.8690012164061 1884 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 4) 1.8715399230265 1309 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8754048211044 1748 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1.8785650128320 1860 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.8820452948007 1467 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8838666207530 1751 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 1.8846070552030 1435 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) 1.8930378060148 1903 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.8930963839612 1833 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 1.8936431500996251 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,11) 1.8936431500996272 ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 1.8936431500996665 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.8985614411982 1422 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,10) 1.9021130325903 2513 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) 1.9021130325903 2298 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.9050956844255 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



144 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.339 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.9104126235668 1355 ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.9104126235668 1524 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.9108345330172 1989 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.9217181031995 1686 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.9254187028011 1687 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.9254187028011 1648 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.9277348156444 1545 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.9293587269667 1740 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9318516525781 470 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 1.9346505606249 1468 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.9436999186104 1958 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.9453537805568 1724 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9606615885934 1476 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 9) 1.9606796841376 2498 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.9606796841376 1499 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 8) 1.9606796841376 2376 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1.9673508598052 1292 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 1.9674433999352 1299 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1.9679680537909 1397 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,11) 1.9680658500247 2534 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 1.9680658500247 2883 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 4, 7, 4) 1.9689768080124 1407 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.9757970370024 1485 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.9781448879832 1310 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 1.9787054780462 1460 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,10) 1.9864589767613 2514 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 7) 1.9864589767613 2765 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9870217720085 1488 ( 4, 8, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.9902592100154 1778 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.9902592100154 1779 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.9902592100154 185 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,10) 1.9942495712871 1150 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.0031202459493 3179 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 2.0031202459493 3324 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 2.0069186467091 161 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2.0119136989192 1243 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0162797774372 245 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.0162797774372 2862 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2.0210092720641 1904 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 2.0245414893421 1703 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.0262121578338 1984 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2.0313513666686 1649 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.0325796184758 1486 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.0341635103229 1369 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 2.0343275518360 1423 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,11) 2.0370754508077 2535 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 6) 2.0370754508077 2666 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.0415541346237 1667 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.0415541346237 1252 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,12) 2.0416825252255834 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) 2.0416825252255273 ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 2.041682525225592 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 2.0443310566329 1100 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 9) 2.0443310566329 1546 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.0451336799537 1875 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.0497420733771 1340 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0571948880864 2356 ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.0571948880864 2957 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 2.0643780868563 1500 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 9) 2.0674419182184 2633 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.0731321849710 1561 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.0748439845282 1882 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 4) 2.0757728280549 171 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,12) 2.0793165123461 1477 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,10) 2.0796972784366 2515 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.0796972784366 1516 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 8) 2.0796972784366 2508 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.0816249836270 1194 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.1002009374032 1398 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,12) 2.1108428660890 2550 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 2.1108428660890 2688 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.1125883217959 1461 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,11) 2.1160485981869 2536 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 7) 2.1160485981869 2222 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.1213203435596815 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 2.1213203435596867 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.1330029654128 1716 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2.1334037830246 1509 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.1342755088937 1184 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 2.1497256437880598 ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) 2.1497256437880180 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 2.1553877590020 3Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 145Fortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.149 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2.1553877590020 3905 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 2.1560964399916 1854 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.1614710210893 1863 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.1623045094416 1650 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1645319334072 1651 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.1645319334072 186 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,11) 2.1672190850281 146 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.1675952358107 2245 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.1675952358107 2634 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.1702939482798 1424 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,12) 2.1753277471611 2551 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 6) 2.1753277471611 2181 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2.1775242112341 1294 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 2.1792951484760 1753 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1805141120249 1754 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 2.1805141120249 1517 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 9) 2.1806402801364 2501 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,10) 2.1806402801364 2162 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.1818181369929 1562 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.1828138278598 162 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 2.1867781085728 1881 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 4, 9, 4) 2.1889864216582 1956 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 2.1893118380724 1253 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,13) 2.1912814325983835 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) 2.1912814325983274 ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 2.1912814325983525 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.1925081003689 1195 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 8) 2.2019299228077 1478 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,11) 2.2038110566629 2537 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2038110566629 1538 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 8) 2.2038110566629 2341 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.2057052779045 2357 ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.2057052779045 2668 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.2125950936685 1263 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.2130600506867998 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 2.2130600506867254 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2.2130600506867618 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.2204628561899 1577 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.2222069850965 172 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,13) 2.2260635151980 1795 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.2273598099659816 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 2.2273598099659987 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 2.2273598099659442 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998445 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998526 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.2421238339022 1846 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760 1847 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760 1893 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760 1894 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760 1439 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.2459694766195 1725 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2469796037175 4167 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.2486533399101 1462 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,12) 2.2494523967345 2552 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 7) 2.2494523967345 2112 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.2535251879095 1399 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,13) 2.2558241444594 2566 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 2.2558241444594 2600 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2.2579413896112 193 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 2.2600389869704 1101 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,10) 2.2600389869704 1802 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 2.2622975357394 1704 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2722441669330 127 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 2.2882456112707906 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 2.2882456112707344 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 2.2882456112707900 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.2882456112707912 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 4) 2.2882456112707260 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.2882456112707370 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 2.2882456112707518 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,10) 2.2882456112707741 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2900259377468 1301 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.2923194341791 1635 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.2927977424728 1636 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.2927977424728 1106 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4, 9) 2.2974881732558 1502 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,11) 2.2993117306895 2539 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 9) 2.2993117306895 2864 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.3055986382782 1962 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 2.3058000812441 1880 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) 2.3070706987832 1182 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 2.3085869096904 3Fortf�uhrung auf folgender Seite



146 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.148 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2.3085869096904 3547 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.3094764858686 1619 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.3109558970717 1425 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,13) 2.3162762730244 2567 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 6) 2.3162762730244 2955 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.3188200592554 1248 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3199678172026 247 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.3199678172026 2797 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 2.3210912748798 1652 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3223289095163 1578 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.3232634353639 1689 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.3316387954170 1479 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,12) 2.3322001605256 2553 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.3322001605256 1554 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 8) 2.3322001605256 2991 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2.3345476805478 1255 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,14) 2.3421408775009836 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) 2.3421408775009275 ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 2.342140877500987 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,12) 2.3470061074185 1342 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3556140047814 2358 ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.3556140047814 2548 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.3563323141838 1603 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.3693540254613 1201 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354 1204 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354 1377 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 2.3709323785295378 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 2.3709323785295440 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 4, 4) 2.3709323785295215 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295347 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295994 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) 2.3709323785295351 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.3709323785295427 ( 4, 6, 4) ( 4, 8, 4) ( 6, 8, 4) 2.3709323785295593 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.3710962234011 163 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2.3735541081632 173 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,14) 2.3744770595850 1942 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299 1869 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299 1784 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3849521042238 1463 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,13) 2.3860262049235 2568 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 7) 2.3860262049235 2782 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 2.3977631094599 1519 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,11) 2.4016057921801 2540 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,10) 2.4016057921801 2400 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,14) 2.4026077784924 2582 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 2.4026077784924 2295 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 2.4064664432462 1277 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2.4086196502713 1669 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.4115890948452 1113 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.4148861690271 1968 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2.4188581648783 1967 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 2.4205801546144 1907 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2.4212641031703 1503 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,12) 2.4226450111752 2555 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 9) 2.4226450111752 2620 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4252598259893 1621 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.4252598259893 1879 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) 2.4290929263426 1563 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.4315143057561 1637 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.4393961331533 1865 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.4506081856329 1954 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2.4519914282739 1604 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.4540063081118 1426 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,14) 2.4594546833642 2583 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 6) 2.4594546833642 2480 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,13) 2.4641920692516 1569 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.4641920692516 1570 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 8) 2.4641920692516 1594 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.4660029513075 1564 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.4758490031575 1969 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 2.4794326277709 1913 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 2.4897996260159 1279 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 8) 2.4911339993545 1705 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.4957075409207 194 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,11) 2.4959132240311 1102 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,11) 2.4959132240311 1327 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4972120409568328 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 2.4972120409568281 ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 2.497212040956880 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.4972120409568653 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.5054149847988 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 147Fortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.541 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,11) 2.5098511478904 2726 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5156276749877 1714 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 8, 4) 2.5198704296914 1520 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,12) 2.5199374588110 2556 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,10) 2.5199374588110 2464 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,14) 2.5252529808176 2584 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 7) 2.5252529808176 2766 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.5268292777930 1690 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5272942503388 1806 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 2.5279589543122401 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 4) ( 5, 6, 6) 2.5279589543122420 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.527958954312288 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,13) 2.5334564988851 1385 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 2.5342468588086 1504 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,13) 2.5499595713617 2571 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 9) 2.5499595713617 2878 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) 2.5544279464996 1908 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.5553046591499 1579 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.5578159791334 1605 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.5611178676897 1606 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.5611178676897 1622 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.5621995913956 1706 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5629154477415 475 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 2.5653843882515 1970 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 2.5665449198145 1371 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 2.5736212823916 1691 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5854271680490 1670 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5877305945674 1953 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2.5881662928569 1107 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,10) 2.5922789997394 1727 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5983484665612 1481 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,14) 2.5992352953722 2585 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.5992352953722 1586 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 8) 2.5992352953722 2580 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.5998420166121 1638 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.6093238539426 1119 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 2.6131259297528325 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.6131259297528326 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 2.6131259297528491 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 4) 2.6131259297528924 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 4) 2.6131259297528482 ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 6) 2.6131259297528 140 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.6131259297528 1888 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 4) 2.6208410542104 1542 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,12) 2.6233046334446 2557 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,11) 2.6233046334446 2671 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.6397132909677 1521 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,13) 2.6425687808883 2572 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,10) 2.6425687808883 2966 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 2.6434661548451 1221 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.6457513110646 1382 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.6457513110646820 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 2.6457513110646742 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.6508463531453 1297 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 2.6515160741604 1654 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.6666816207973 1971 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 2.6676222440029 1918 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 2.6731774536620 1505 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,14) 2.6806856179205 2587 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 9) 2.6806856179205 2877 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) 2.6826212153595 1595 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.6877316605059 1607 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.6896083877261 1909 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.6904446627268 1302 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 2.6908523254729 1655 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.7140911580449 1623 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.7209323861516 189 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,14) 2.7266529805352 1596 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.7276400366935 1447 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 7) 2.7278379770076 1374 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2.7299587242784 1558 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,12) 2.7320508075689 2543 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,13) 2.7413157726280 2573 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,11) 2.7413157726280 2715 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2.7414408633281 1489 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 8, 6) 2.7530644020744 195 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,12) 2.7544391566384 1103 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,12) 2.7544391566384 1639 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.7586170612811 1743 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.7679854360425 1522 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,14) 2.7689260243409 2588 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,10) 2.7689260243409 2Fortf�uhrung auf folgender Seite



148 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.972 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 2.7771299239076 1848 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154 1895 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154 1640 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.8024101782398 1717 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 8, 4) 2.8039135551837 1196 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 9) 2.8089206080726 1840 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.8115759993244 1876 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) 2.8133214489239 1408 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.8157044444730 1985 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) 2.8219615378686 1910 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.8267134963794 1608 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.8386279535405 1559 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,13) 2.8455555838087 2574 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,12) 2.8455555838087 2921 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 2.8456275506930 1624 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.8602248055588 1544 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,14) 2.8633186570491 2589 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,11) 2.8633186570491 2692 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.8793852415718 4739 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 5) 2.8904791588392 1973 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 2.8922652698884 1949 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.8981832422992 1372 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2.8990706197284 1672 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.8996945335464 1625 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.9010350374439 1707 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.9095575604770 1993 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2.9164424557751 1300 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,14) 2.9178695011618 152 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9230515883353 1379 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 2.9355086768250 1108 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,11) 2.9388752603183 1656 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.9496798404562 1575 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,13) 2.9547032923716 2560 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,14) 2.9632698404113 2590 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,12) 2.9632698404113 2783 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 2.9643819937277 1609 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.9693491815190 1469 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9704429770281 1433 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9844187466970 1803 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 2.9844656411773 1804 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 2.9844656411773 1487 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9943013877480 1917 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) 2.9959403738533 1922 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0037313146328 198 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 6) ( 4, 8, 6) 3.0059164835259225 ( 6, 6, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 3.0059164835259317 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3.0059164835259759 ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 3.0069007107531 1436 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 8) 3.0075039974212 1610 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3.0076253303879 1923 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 3.0107307307977 1271 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10,10) 3.0112501486612512 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) (10,10, 3) 3.0112501486612114 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,10) 3.0112501486612974 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 3.0114630071868 1641 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.0191945607754 1320 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.0219124213533 1952 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 3.0221088693172 1919 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0359236764270 1925 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0376572056543 1104 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,13) 3.0395458674220 196 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,13) 3.0395458674220 1510 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.0406128553468 1728 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.0421491577136 1153 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10,10) 3.0536251376065 1576 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,14) 3.0682328973691 2591 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,13) 3.0682328973691 2812 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 3.0776835371753813 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 3.0776835371753771 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 3.0776835371753409 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 5, 4, 3) 3.0776835371753406 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.0776835371753664 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) 3.0779794913125 1756 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 6) 3.1014193772396 1527 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.1022333689989 1626 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.1025939866372 1927 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.1037123449773 1747 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 6, 6) 3.1057390536602 1975 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 3.1337814307907 1718 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 3, 3, 4) 3.1473334750913 1223 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3.1648222331528 1926 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 3.1705435969993 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 149Fortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.549 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.1752881655088 1592 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,14) 3.1777090299530 2929 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.1880095708549 1673 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.1962266107498 4611 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.1964218161754 1767 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 3.1967927412379 1303 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.2050684011596 1657 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2147319873589 1693 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2225308856769 1914 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.2464837087846 1992 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 3.2498966514636 1565 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.2574126702332 1976 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 3.2586186907225 1841 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 3.2600324466713 1642 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2610489499624 1749 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 8) 3.2665091810649 1373 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 3.2776643282270 1932 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.2838126010679 1627 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.3262893451780 1928 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 3.3263737553150 1708 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.3315611160724 1581 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.3470238795663 1109 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,12) 3.3551333007487 197 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,14) 3.3569185891987 1105 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,14) 3.3569185891987 128 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 3.3740249770952 1528 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3,10,10) 3.3783801665753 1934 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.3874613464742 1612 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.4052758290510 1790 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.4094719757914 1798 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 3.4142135623731601 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 3.4142135623731363 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.4169299300339 1858 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 3.4265273530851 1597 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.4429824427021 1768 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3.4559226858042 1744 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.4608492818074 1931 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 3.4791150115370 1936 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.4967979219598 1321 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 4, 4) 3.4989485116416490 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 8, 6) 3.498948511641636 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416920 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 4) 3.4989485116416443 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416448 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 3, 4) 3.4989485116416449 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 8) 3.4989485116416493 ( 4, 8, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 8, 4) 3.4989485116416658 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5133370916661 4643 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5303367694622 1793 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.5328708957304 1674 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5366702220830 1115 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,11) 3.5607732600372 1628 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5734886632919 1386 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 3.5992881444312 1387 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 3.5992881444312 1938 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.6104680637186 1694 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.6293538989905 1933 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 3.6294117816319 1729 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.6316535189216 1613 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.6349459864691 1849 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 3.6496014582307 1896 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 3.6496014582307 1755 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 3.6601715243672 1822 ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) 3.7024591736438935 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 3.7777477524888 1329 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 3.7925682137340 1644 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8306487877702 4188 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 3.8351276292321 1380 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 3.8351276292321348 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 3.8351276292321354 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 3.8351276292321428 ( 4, 6, 4) ( 4,10, 4) ( 6,10, 4) 3.8351276292321629 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8463719864744 1659 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8516243001061 1709 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.8629962380490 1785 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 3.8640188304379 1110 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,13) 3.8719444254389 1197 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,10) 3.8812778265187 1770 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 3.8838954002377 1614 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8867653622366 1276 ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 6) 3.9200106572748 1304 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.9212492207810 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



150 ANHANG A. TABELLENFortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.937 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 3.9244973796033 1675 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.9322817194762 1208 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 4.0923274785571 1681 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3,10,10) 4.1082266495914 1695 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4.1235203905997 1630 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1481149052794 4615 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1627417583771 1645 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1671719573698 176 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 4.1799684155505 1631 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.1944569975304 1616 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2048729779278 1791 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 4.2050406497963 1646 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2193194484501 1679 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6,10, 4) 4.2338691077706 1660 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.2385995138432 1661 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2994044548613 1120 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 8) ( 4, 6, 8) 4.2994512875760322 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 8) ( 4, 8, 6) 4.2994512875760602 ( 8, 8, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 4.2994512875760116 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,12) 4.3356661142053 1280 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6,10) 4.3524093264436 1676 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.4004568148186 1787 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 4.4017590345476 1911 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 4.4171336565434 1943 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913 1870 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913 1617 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.4657021351903 4758 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 6, 8, 4) 4.4756518375084 1677 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.4757491778287 1632 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.4831664009556 1730 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 4.4843305516578 1805 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 4.5207789088127 1121 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,11) 4.5321391717300 1207 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 5) 4.5345678844570111 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,14) 4.5463228637087 1647 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.5472804667061 1710 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4.5685324868646 1745 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 4.6411441917255 1212 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845817 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 4.6435230050845818 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 4.6435230050845772 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 5, 6, 6) 4.6435230050845226 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845988 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.64352300508451000 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 4.6435230050845662 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.6875875483766 1807 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 4.7227240899738 1696 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.7457254873464 1983 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) 4.8292880628923 1697 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.8502701008646 1794 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 4.8847340418556 1529 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) ( 4,10, 6) 4.9173509014000 1680 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4,10, 6) 4.9433550798714 1678 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.9690674238380 1855 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 5.0192038029992 1451 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 9) 5.0206097151088 1799 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 5.0303491310606 1305 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5.0597194323143 1446 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 8) 5.1699054209297453 ( 4, 6, 4) ( 6, 8, 4) ( 4, 8, 6) 5.1699054209297494 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 8, 6) 5.1848401619278 133 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998410 ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998915 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4) 5.2360679774998147 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998311 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998977 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4) 5.2360679774998306 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5.2904045789883 1682 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6,10, 4) 5.3062530270643 1850 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 5.4879074098064 1897 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 5.4879074098064 1450 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 6, 5) 5.5151072396644 1698 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 5.5723735349233 1117 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,13) 5.5824656754535 1711 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5.5888820510876 1202 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779 1205 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779 1381 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 5.7577889539464 1786 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 5.7781181085086 1712 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5.7793964720045 1384 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 5.7874250218476 1209 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 5.7972326672579 1Fortf�uhrung auf folgender Seite



A.2. TABELLE 2 151Fortf�uhrung von Tabelle 2Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius Re Lem.731 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 5.9296903322034 1769 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 5.9609878922797 1413 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 5, 3, 5) 6.0735939788562809 ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 6.0735939788562990 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 6.1632933762333 1122 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,12) 6.4589364737097 1757 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 7) 6.5752441912204 1124 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) 6.7350337619791315 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 6.7350337619791719 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 8, 6) 6.8024304626517 1224 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 6.8819096023559 1198 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,11) 7.1240837963332 1713 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7.3136775978926 1307 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7.4716542720927 1819 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 7.5796338776189227 ( 6, 6, 3) ( 5, 6, 6) ( 5, 6, 6) 7.5796338776189746 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 7.6902927103646 1388 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 7.6919252468704 1796 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 7.8608091906108 1852 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 7.9843439059462 1978 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8.1775075030370 1206 ( 3, 3, 3) ( 3,10,10) ( 3,10,10) 8.2183343605926823 (10,10, 3) (10,10, 3) (10,10, 3) 8.2183343605926492 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 3, 3) 8.2340994272626 1118 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,14) 8.2755734614735 1411 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 5, 4, 3) 8.2789503961853216 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 8.2789503961853 1441 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 5, 4) 8.2789503961853437 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6,10) 8.2789503961853 1995 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 4) 8.2789503961853683 ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) ( 3,10,10) 8.5228288302125 1979 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8.5511717736642 1412 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 6) ( 5, 6, 6) 9.1241012486160821 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 9.1241012486160808 ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 9.1241012486160980 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) ( 3, 4, 3, 3) 9.2399423256455 1732 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 9.5671506353565 143 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 9.7446101783240 1930 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 4) 9.7446101783240530 ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 6) 9.7446101783240 1533 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3,10,10) 9.7446101783240330 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 9.7446101783240940 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 10.3323112613055 1981 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) ( 3, 4, 3, 3) 10.6923891658005 1733 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 10.7510003490968 1125 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 6) ( 4,10, 6) 11.2521066192067228 ( 6, 6, 3) ( 6,10, 4) ( 6,10, 4) 11.2521066192067318 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6,10) 11.2521066192067861 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 12.6006077725518 1531 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) ( 4,10, 6) 12.7866511327240532 ( 4,10, 4) ( 4, 6, 6) ( 6,10, 4) 12.7866511327240444 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6,10) 12.7866511327240452 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4,10) 12.7866511327240982 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) 15.2963987852038 1123 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,13) 16.6057375885695 1788 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 63.2175936947309 14 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1 -29 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 1 -5 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ni
ht existent -6 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ni
ht existent -7 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ni
ht existent -8 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ni
ht existent -9 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ni
ht existent -10 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ni
ht existent -11 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) ni
ht existent -12 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) ni
ht existent -13 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) ni
ht existent -19 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) ni
ht existent -30 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) ni
ht existent -31 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) ni
ht existent -37 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) ni
ht existent -131 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) ni
ht existent -132 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) ni
ht existent -133 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) ni
ht existent -134 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) ni
ht existent -135 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) ni
ht existent -136 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) ni
ht existent -137 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) ni
ht existent -138 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) ni
ht existent -139 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) ni
ht existent -140 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) ni
ht existent -141 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) ni
ht existent -
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Anhang BComputerunterst�utzteBere
hnungen
"So seltsam es au
h klingen mag, die St�arke der Mathematikberuht auf dem Vermeiden jeder unn�otigen Annahme und aufihrer gro�artigen Einsparung an Denkarbeit.\ Ernst Ma
hB.1 Bere
hnung des s
hr�agen DodekaedersDie Bere
hnungen der Keilwinkel des s
hr�agen Dodekaeders (ab Seite 20)wurden mit Mathemati
a 4.0 dur
hgef�uhrt und sind im Folgenden abgebildet.In[1℄ := � = (Sqrt[5℄� 1)=2;p1 = f0; �; 1+ �g; p2 = f0;��; 1 + �g; p3 = f�1;�1; 1g;p4 = f�1� �; 0; �g; p5 = f�1; 1; 1g; p6 = f1;�1; 1g;p7 = f1+ �; 0; �g; p8 = f1; 1; 1g; p9 = f�; 1+ �; 0g;p10 = f��; 1 + �; 0g; o1 = (p1+ p2 + p3 + p4+ p5)=5;02 = (p1+ p2 + p6 + p7 + p8)=5;o3 = (p1+ p5 + p8 + p9 + p10)=5;e1 = p1� o1; e2 = p2� o1; e5 = p5� o1; f1 = p1� o2;f2 = p2� o2; f3 = p6� o2; g1 = p1� o3; g2 = p8� o3;A1 = o1 + xe1+ ye5; B1 = o1 + xe2 + ye1;C1 = o2 + xf1+ yf2; D1 = o2 + xf2 + yf3;E1 = o3 + xg1+ yg2; F1 = (A1 + B1)=2;G1 = (A1+ C1)=2; H1 = (B1 + C1)=2;k1 = (B1� A1):(B1� A1); k2 = (C1� A1):(C1� A1);k3 = (C1� B1):(C1� B1);153



154 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENIn[2℄ := Solve[k1 == k2; x℄Out[2℄ := ��x! 6+2p5�21y+9p5y�p80�90y2+30p5y22(�12+6p5) �;�x! 6+2p5�21y+9p5y+p80�90y2+30p5y22(�12+6p5) ��In[3℄ := Solve[k1 == k3; x℄Out[3℄ := ��x! 3+p5+2y�p5y�p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5 �;�x! 3+p5+2y�p5y+p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5 ��In[4℄ := N[Solve[6+2p5�21y+9p5y�p80�90y2+30p5y22(�12+6p5) ==3+p5+2y�p5y�p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5 ; y℄; 100℄Out[4℄ := ffy! 0:1340265937291674322778296082144402266040517251054980591663419897359721178280420043712963218903187242g;fy! �0:3326929090419962869908236321308096692839812935079595368177160673005835081281437408764357225057652419�2:878616290432386706131985015041297709916926095852576620968201066503025072907521389813250803488507507 _��g;fy! �0:3326929090419962869908236321308096692839812935079595368177160673005835081281437408764357225057652419+2:878616290432386706131985015041297709916926095852576620968201066503025072907521389813250803488507507 _��g;In[5℄ := N[Solve[6+2p5�21y+9p5y+p80�90y2+30p5y22(�12+6p5) ==3+p5+2y�p5y�p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5 ; y℄; 100℄Out[5℄ := fg



B.1. BERECHNUNG DES SCHR�AGEN DODEKAEDERS 155In[6℄ := N[Solve[6+2p5�21y+9p5y�p80�90y2+30p5y22(�12+6p5) ==3+p5+2y�p5y+p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5 ; y℄; 100℄Out[6℄ := ffy! �1:618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448622705260462818902449707207204189391137ggIn[7℄ := N[Solve[6+2p5�21y+9p5y+p80�90y2+30p5y22(�12+6p5) ==3+p5+2y�p5y+p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5 ; y℄; 100℄Out[7℄ := fgIn[8℄ := y = 0:1340265937291674322778296082144402266040517251054980591663419897359721178280420043712963218903187242g; x = 6+2p5�21y+9p5y�p80�90y2+30p5y22(�12+6p5)Out[8℄ := 0:506062546966018333299723307853480119741190264459834835327003756779251289361477652767028922165541522In[9℄ := y = 0:1340265937291674322778296082144402266040517251054980591663419897359721178280420043712963218903187242g; x = 3+p5+2y�p5y�p5p6y+2p5y�y2�2p5y23+p5Out[9℄ := 0:506062546966018333299723307853480119741190264459834835327003756779251289361477652767028922165541522In[10℄ := 
 = Ar
Cos[((o1 � F1):(C1� F1))=(Sqrt[(o1 � F1):(o1� F1)℄Sqrt[(C1 � F1):(C1 � F1)℄)℄Out[10℄ := 2:66913063362575610770794093571820823051870374535538027422350272604007472919064837688916507865856045In[11℄ := � = Ar
Cos[((A1 � H1):(D1 � H1))=(Sqrt[(A1 � H1):(A1� H1)℄Sqrt[(D1 � H1):(D1 � H1)℄)℄



156 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENOut[11℄ := 2:86540068834472860760460734173365691411900967266523796905992852522035869834342901857288780612572036In[12℄ := � = Ar
Cos[((B1 � G1):(E1� G1))=(Sqrt[(B1 � G1):(B1 � G1)℄Sqrt[(E1 � G1):(E1� G1)℄)℄Out[12℄ := 2:86540068834472860760460734173365691411900967266523796905992852522035869834342901857288780612572036In In[1℄ werden die Daten des Glei
hungssystems eingegeben. In[2℄ und[3℄ l�osen die Bedingungen, dass die Kanten k1, k2 und k3 glei
h lang seinsollen. Aus beiden Bedingungen folgen jeweils zwei L�osungen f�ur x (sieheOut[2℄ und [3℄). In In[4℄ bis [7℄ werden diese systematis
h glei
hgesetzt, umy zu erhalten: Aus der ersten L�osung von [2℄ und der ersten aus [3℄ folgendrei m�ogli
he y; ein reelles und zwei komplex konjugierte. Aus der zweitenvon [2℄ und der ersten aus [3℄ folgt kein m�ogli
hes y. Die erste L�osung von[2℄ zusammen mit dem zweiten x von [3℄ ergibt ein m�ogli
hes y> 1. Und dasjeweils zweite x von [2℄ und [3℄ ergibt ebenfalls kein m�ogli
hes y.Nun ist es in der Natur des Problems, dass y auf jeden Fall reell undau�erdem kleiner als 1 sein muss. Es kommt also f�ur y nur die erste L�osungaus Out[4℄ in Frage. Mithin k�onnen wir x mit der ersten L�osung aus Out[2℄oder mit der ersten L�osung aus Out[3℄ bestimmen. In beiden F�allen (Out[8℄und [9℄) bekommen wir nat�urli
h den glei
hen Wert f�ur x.Mit den erre
hneten x und y k�onnen wir nun die Keilwinkel 
 zwis
hen3-E
k und 5-E
k und die Keilwinkel � und � zwis
hen jeweils zwei 3-E
kenim s
hr�agen Dodekaeder bestimmen (Out[10℄ bis [12℄). Es zeigt si
h { wieerwartet { die Glei
hheit der Winkel � und �.B.2 Radien-ProgrammDieses Programm dient dazu, mit Hilfe eines manuellen Iterationsverfahrensdie Faltwinkel und Radien einer Kantenumgebung mit (drei,) vier bzw. f�unfZellen zu bestimmen. Dazu m�ussen die Daten (Fl�a
henradien r, Keilwin-kel kw, Zellradien zu den E
ken R und zu den Fl�a
henmittelpunkten Rf)de�niert werden. Mit einem Startwert f�ur '12 bekommen wir die anderenFaltwinkel und dazugeh�orige Radien. Nun muss '12 so ver�andert werden,dass si
h die Radien ann�ahern. Dass es einen Winkel gibt, bei dem alle Radien(zumindest theoretis
h) glei
h sind, wird im Ans
hluss auf Seite 176 gekl�art.



B.2. RADIEN-PROGRAMM 157Diese Iteration l�asst si
h in Mathemati
a si
her automatisieren; hier soll derK�urze halber nur die Datende�nition und die jeweiligen Bere
hnungen f�urdrei, vier und f�unf Zellen pro Kante angegeben werden. Dabei werden dieKeilwinkel des s
hr�agen Dodekaeders aus den vorherigen Bere
hnungen (abSeite 153) numeris
h gen�ahert �ubernommen; sollen die Bere
hnungen hiergenauer sein, so m�ussen diese Daten au
h genauer bere
hnet werden.In[1℄ := r[n ℄ := Cot[�n ℄)2 ;(� Fl�a
heninnenradien f�ur n� E
k mit Kantenl�ange 1 �)y = 13 3p17 + 3p33� 13 3p�17 + 3p33� 13 ; x = 1�y1+y ;(� Variablen f�ur Keilwinkel des s
hr�agen Hexaeders �)kw := f�3 ; Ar
Cos[Cos[�=3℄�(Cos[�=3℄)2(Sin[�=3℄)2 ℄; Ar
Cos[Cos[�=3℄�(Cos[�=3℄)2(Sin[�=3℄)2 ℄;�2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ; �2 ;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=14℄�1=Tan[�=14℄p3 ℄;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=13℄�1=Tan[�=13℄p3 ℄;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=12℄�1=Tan[�=12℄p3 ℄; �2 + Ar
Sin[1=Sin[�=11℄�1=Tan[�=11℄p3 ℄;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=10℄�1=Tan[�=10℄p3 ℄; �2 + Ar
Sin[1=Sin[�=9℄�1=Tan[�=9℄p3 ℄;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=8℄�1=Tan[�=8℄p3 ℄; �2 + Ar
Sin[1=Sin[�=7℄�1=Tan[�=7℄p3 ℄;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=6℄�1=Tan[�=6℄p3 ℄; �2 + Ar
Sin[1=Sin[�=5℄�1=Tan[�=5℄p3 ℄;�2 + Ar
Sin[1=Sin[�=4℄�1=Tan[�=4℄p3 ℄; 3�5 ; Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=3℄Sin[2�=3℄ Sin[�=3℄ ℄;Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=3℄Sin[2�=3℄ Sin[�=3℄ ℄; Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=3℄Sin[2�=3℄ Sin[�=3℄ ℄;Ar
Cos[Cos[3�=5℄�(Cos[3�=5℄)2(Sin[3�=5℄)2 ℄; Ar
Cos[Cos[3�=5℄�(Cos[3�=5℄)2(Sin[3�=5℄)2 ℄; 2�3 ;Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=2℄Sin[2�=3℄ Sin[�=2℄ ℄; Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=2℄Sin[2�=3℄ Sin[�=2℄ ℄;
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Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=2℄Sin[2�=3℄ Sin[�=2℄ ℄; Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[2�=3℄ Cos[�=2℄Sin[2�=3℄ Sin[�=2℄ ℄;2 Ar
Cos[q 13 + 23Cos[�4 ℄℄; 5�7 ; 3�4 ; 3�4 ; 3�4 ; 2 Ar
Cos[q 13 + 23Cos[�5 ℄℄;2 Ar
Cos[q 13 + 23Cos[�5 ℄℄; 2 Ar
Cos[q 13 + 23Cos[�5 ℄℄; 7�9 ;Ar
Cos[Cos[4�=5℄�Cos[�=3℄ Cos[4�=5℄Sin[�=3℄ Sin[4�=5℄ ℄; Ar
Cos[Cos[4�=5℄�Cos[�=3℄ Cos[4�=5℄Sin[�=3℄ Sin[4�=5℄ ℄;Ar
Cos[Cos[4�=5℄�Cos[�=3℄ Cos[4�=5℄Sin[�=3℄ Sin[4�=5℄ ℄; Ar
Cos[Cos[4�=5℄�Cos[�=3℄ Cos[4�=5℄Sin[�=3℄ Sin[4�=5℄ ℄;Ar
Cos[ 2x2+(�1+y)y�x(1+y)px2+y2p4+5x2�6y+3y2�2x(1+y) ℄; 4�5 ;Ar
Cos[Cos[3�=4℄�Cos[�=2℄ Cos[2�=3℄Sin[�=2℄ Sin[2�=3℄ ℄; Ar
Cos[Cos[3�=4℄�Cos[�=2℄ Cos[2�=3℄Sin[�=2℄ Sin[2�=3℄ ℄;2 Ar
Sin[q 13 + 23Cos[�6 ℄℄; 9�11 ; Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[�=2℄ Cos[4�=5℄Sin[�=2℄ Sin[4�=5℄ ℄;Ar
Cos[Cos[2�=3℄�Cos[�=2℄ Cos[4�=5℄Sin[�=2℄ Sin[4�=5℄ ℄; 5�6 ; 2 Ar
Sin[q 13 + 23Cos[�7 ℄℄;11�13 ; 2:66913063362575610770794093571820823051870374n5355380274223502726040074729190648376889165078658n5604521180011078861291103473450461654553157372638n7022784771666649964077971721294235276321963276619n83392559151161728847`197:27756566709718;Ar
Cos[� 1+2x(�1+y)+y21+2x2+3y2�2x(1+y) ℄; 2 Ar
Sin[q 13 + 23 Cos[�8 ℄℄; 6�7 ;2 Ar
Sin[q 13 + 23 Cos[�9 ℄℄; Ar
Cos[Cos[4�=5℄�Cos[�=2℄ Cos[2�=3℄Sin[�=2℄ Sin[2�=3℄ ℄;Ar
Cos[Cos[4�=5℄�Cos[�=2℄ Cos[2�=3℄Sin[�=2℄ Sin[2�=3℄ ℄; 2 Ar
Sin[q 13 + 23 Cos[ �10 ℄℄;
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Sin[q 13 + 23 Cos[ �11 ℄℄; 2 Ar
Sin[q 13 + 23 Cos[ �12 ℄℄;2 Ar
Sin[q 13 + 23 Cos[ �13 ℄℄; 2:86540068834472860760460734n1733656914119009672665237969059928525220358698343n4290185728878061257203608061391961394155640788392n5848398374792504243232782807726076187711715723431n0315613846289701310947527205916568394`196:99279476n740352; 2 Ar
Sin[q 13 + 23 Cos[ �14 ℄℄g(� Keilwinkel der 75 Zellen �)R := fqr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[2℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[2℄℄℄Tan[kw[[2℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[4℄ Sin[kw[[5℄℄℄ � r[4℄�r[4℄ Cos[kw[[5℄℄℄Tan[kw[[5℄℄℄ )2 + 14 ;qr[5℄2 + (r[5℄ Sin[kw[[32℄℄℄ � r[5℄�r[5℄ Cos[kw[[32℄℄℄Tan[kw[[32℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[29℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[29℄℄℄Tan[kw[[29℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[44℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[44℄℄℄Tan[kw[[44℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[6℄ Sin[kw[[30℄℄℄ � r[3℄�r[6℄ Cos[kw[[30℄℄℄Tan[kw[[30℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[8℄ Sin[kw[[35℄℄℄ � r[3℄�r[8℄ Cos[kw[[35℄℄℄Tan[kw[[35℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[10℄ Sin[kw[[48℄℄℄ � r[3℄�r[10℄ Cos[kw[[48℄℄℄Tan[kw[[48℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[6℄ Sin[kw[[36℄℄℄ � r[4℄�r[6℄ Cos[kw[[36℄℄℄Tan[kw[[36℄℄℄ )2 + 14 ;



160 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENqr[5℄2 + (r[6℄ Sin[kw[[49℄℄℄ � r[5℄�r[6℄ Cos[kw[[49℄℄℄Tan[kw[[49℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[6℄ Sin[kw[[55℄℄℄ � r[4℄�r[6℄ Cos[kw[[55℄℄℄Tan[kw[[55℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[6℄ Sin[kw[[68℄℄℄ � r[4℄�r[6℄ Cos[kw[[68℄℄℄Tan[kw[[68℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[4℄ Sin[kw[[37℄℄℄ � r[3℄�r[4℄ Cos[kw[[37℄℄℄Tan[kw[[37℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[5℄ Sin[kw[[50℄℄℄ � r[3℄�r[5℄ Cos[kw[[50℄℄℄Tan[kw[[50℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[4℄ Sin[kw[[54℄℄℄ � r[3℄�r[4℄ Cos[kw[[54℄℄℄Tan[kw[[54℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[4℄ Sin[kw[[69℄℄℄ � r[3℄�r[4℄ Cos[kw[[69℄℄℄Tan[kw[[69℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[64℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[64℄℄℄Tan[kw[[64℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[74℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[74℄℄℄Tan[kw[[74℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[4℄ Sin[kw[[4℄℄℄ � r[3℄�r[4℄ Cos[kw[[4℄℄℄Tan[kw[[4℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[5℄ Sin[kw[[6℄℄℄ � r[4℄�r[5℄ Cos[kw[[6℄℄℄Tan[kw[[6℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[6℄ Sin[kw[[7℄℄℄ � r[4℄�r[6℄ Cos[kw[[7℄℄℄Tan[kw[[7℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[7℄ Sin[kw[[8℄℄℄ � r[4℄�r[7℄ Cos[kw[[8℄℄℄Tan[kw[[5℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[8℄ Sin[kw[[9℄℄℄ � r[4℄�r[8℄ Cos[kw[[9℄℄℄Tan[kw[[9℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[9℄ Sin[kw[[10℄℄℄ � r[4℄�r[9℄ Cos[kw[[10℄℄℄Tan[kw[[10℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[10℄ Sin[kw[[11℄℄℄ � r[4℄�r[10℄ Cos[kw[[11℄℄℄Tan[kw[[11℄℄℄ )2 + 14 ;



B.2. RADIEN-PROGRAMM 161qr[4℄2 + (r[11℄ Sin[kw[[12℄℄℄ � r[4℄�r[11℄ Cos[kw[[12℄℄℄Tan[kw[[12℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[12℄ Sin[kw[[13℄℄℄ � r[4℄�r[12℄ Cos[kw[[13℄℄℄Tan[kw[[13℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[13℄ Sin[kw[[14℄℄℄ � r[4℄�r[13℄ Cos[kw[[14℄℄℄Tan[kw[[14℄℄℄ )2 + 14 ;qr[4℄2 + (r[14℄ Sin[kw[[15℄℄℄ � r[4℄�r[14℄ Cos[kw[[15℄℄℄Tan[kw[[15℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[39℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[39℄℄℄Tan[kw[[39℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[45℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[45℄℄℄Tan[kw[[45℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[56℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[56℄℄℄Tan[kw[[56℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[61℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[61℄℄℄Tan[kw[[61℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[65℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[65℄℄℄Tan[kw[[65℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[67℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[67℄℄℄Tan[kw[[67℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[70℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[70℄℄℄Tan[kw[[70℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[71℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[71℄℄℄Tan[kw[[71℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[72℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[72℄℄℄Tan[kw[[72℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[73℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[73℄℄℄Tan[kw[[73℄℄℄ )2 + 14 ;qr[3℄2 + (r[3℄ Sin[kw[[75℄℄℄ � r[3℄�r[3℄ Cos[kw[[75℄℄℄Tan[kw[[75℄℄℄ )2 + 14g;(� Au�enradien der Zellen �)



162 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENRf[n ; p ℄ :=q(R[[n℄℄)2 � 14(Cs
[�p ℄)2;(� Innenradius zum Mittelpunkt des p� E
ks in derZelle n �)Nun folgen die De�nitionen f�ur eine 3-, eine 4- und eine 5-Kantenkombi-nation mit ans
hlie�endem Ergebnis der Iteration f�ur eine Genauigkeit von20 Na
hkommastellen beipielhaft an drei Kantenkombinationen.
�1 �2�3
b12b13 b23a1 a2 a3 a4a5a6In[2℄ := (� z:B: Kantenkombination (333)(3434)(3454) �)�1 = kw[[2℄℄; �2 = kw[[37℄℄; �3 = kw[[69℄℄;a1 = Rf[1; 3℄; a2 = Rf[1; 3℄; a3 = Rf[13; 3℄; a4 = Rf[13; 4℄;a5 = Rf[16; 4℄; a6 = Rf[16; 3℄;b12 = r[3℄; b23 = r[4℄; b13 = r[3℄;In[3℄ := '12 := Ar
Cos[Cos[�3℄�Cos[�1℄ Cos[�2℄Sin[�1℄ Sin[�2℄ ℄;'13 := Ar
Cos[Cos[�2℄�Cos[�1℄ Cos[�3℄Sin[�1℄ Sin[�3℄ ℄;'23 := Ar
Cos[Cos[�1℄�Cos[�2℄ Cos[�3℄Sin[�2℄ Sin[�3℄ ℄;



B.2. RADIEN-PROGRAMM 163S12 :=q(a3 Sin['12℄� a2�a3 Cos['12℄Tan['12℄ )2 + (a2)2 + (b12)2 + 14 ;S23 :=q(a4 Sin['23℄� a5�a4 Cos['23℄Tan['23℄ )2 + (a5)2 + (b23)2 + 14 ;S12 :=q(a6 Sin['13℄� a1�a6 Cos['13℄Tan['13℄ )2 + (a1)2 + (b13)2 + 14 ;N['12; 20℄N[S12; 20℄N[S23; 20℄N[S13; 20℄Out[4℄ := 2:87067413313357301893:83512762923209233443:83512762923209233443:8351276292320923344
�1 �2�3�4

b12 b23b34b14a1 a2 a3 a4a5a6a7a8
In[5℄ := (� z:B: Kantenkombination (443)(484)(3833)(3433) �)�1 = kw[[1℄℄; �2 = kw[[9℄℄; �3 = kw[[23℄℄; �4 = kw[[27℄℄;



164 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENa1 = Rf[19; 4℄; a2 = Rf[19; 4℄; a3 = Rf[23; 4℄; a4 = Rf[23; 8℄;a5 = Rf[34; 8℄; a6 = Rf[34; 3℄; a7 = Rf[30; 3℄; a8 = Rf[30; 4℄;b12 = r[4℄; b23 = r[8℄; b34 = r[3℄; b14 = r[4℄;In[6℄ := '12 = 0:8348613543556869326470000�;xx := Ar
Cos[Cos[�1℄ Cos[�2℄ + Sin[�1℄ Sin[�2℄ Cos['12℄℄;S12 :=q(a3 Sin['12℄� a2�a3 Cos['12℄Tan['12℄ )2 + (a2)2 + (b12)2 + 14 ;pa := Ar
Cos[Cos[�2℄�Cos[�1℄ Cos[xx℄Sin[�1℄ Sin[xx℄ ℄;'34 := Ar
Cos[Cos[�3℄�Cos[�4℄ Cos[xx℄Sin[�4℄ Sin[xx℄ ℄;S34 :=q(a7 Sin['34℄� a6�a7 Cos['34℄Tan['34℄ )2 + (a6)2 + (b34)2 + 14 ;pb := Ar
Cos[Cos[�3℄�Cos[�4℄ Cos[xx℄Sin[�4℄ Sin[xx℄ ℄; '14 := pa + pb;p
 := Ar
Cos[Cos[�1℄�Cos[�2℄ Cos[xx℄Sin[�2℄ Sin[xx℄ ℄;pd := Ar
Cos[Cos[�4℄�Cos[�3℄ Cos[xx℄Sin[�3℄ Sin[xx℄ ℄; '23 := p
 + pd;yy := Ar
Cos[Cos[�1℄ Cos[�4℄ + Sin[�1℄ Sin[�4℄ Cos['14℄℄;S14 :=q(a1 Sin['14℄� a8�a1 Cos['14℄Tan['14℄ )2 + (a8)2 + (b14)2 + 14 ;S23 :=q(a5 Sin['23℄� a4�a5 Cos['23℄Tan['23℄ )2 + (a4)2 + (b23)2 + 14 ;N['12; 20℄N[S12; 20℄N[S23; 20℄N[S34; 20℄



B.2. RADIEN-PROGRAMM 165N[S14; 20℄Out[7℄ := 2:62279429760985119823:03765720565426382983:03765720565426382983:03765720565426382983:0376572056542638298Dur
h sukzessives �Andern der Startvariable '12 lassen si
h die RadienS12, S23, S34 und S14 beliebig genau ann�ahern.F�unf Zellen kommen ni
ht in beliebiger Kombination vor. Deshalb ist dieBere
hnung dahin gehend vereinfa
ht, dass einige Keilwinkel und Fl�a
henglei
hgesetzt werden.
�1�2�2�1 �5 b12b12b12b15 b15 a1 a2a3a3a3a3a2a1

a4 a4

In[8℄ := (� z:B: Kantenkombination (443)(443)(443)(443)(445) �)�1 = kw[[1℄℄; �2 = kw[[1℄℄; �5 = kw[[28℄℄;a1 = Rf[19; 4℄; a2 = Rf[19; 4℄; a3 = Rf[19; 4℄; a4 = Rf[20; 4℄;b12 = r[4℄; b15 = r[4℄;In[9℄ := '12 = 0:9120853669779660085230000�;



166 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENxx := Ar
Cos[Cos[�1℄ Cos[�2℄ + Sin[�1℄ Sin[�2℄ Cos['12℄℄;pa := Ar
Cos[Cos[�2℄�Cos[�1℄ Cos[xx℄Sin[�1℄ Sin[xx℄ ℄;pb := Ar
Cos[Cos[�5℄�(Cos[xx℄)2(Sin[xx℄)2 ℄; '15 := 2 pa+ pb;p
 := Ar
Cos[Cos[xx℄�Cos[xx℄ Cos[�5℄Sin[xx℄ Sin['15℄ ℄; pd := pa + p
;S12 :=q(a3 Sin['12℄ � a2�a3 Cos['12℄Tan['12℄ )2 + (a2)2 + (b12)2 + 14 ;S23 :=q(a1 Sin[pd℄ � a4�a1 Cos[pd℄Tan[pd℄ )2 + (a4)2 + (b15)2 + 14 ;S15 :=q(a3 Sin['15℄ � a3�a3 Cos['15℄Tan['15℄ )2 + (a3)2 + (b12)2 + 14 ;N['12; 20℄N[S12; 20℄N[S23; 20℄N[S15; 20℄Out[10℄ := 2:86540068834472860762:21306005068671632002:21306005068671632002:2130600506867163200
Au
h hier lassen si
h die Radien S12, S23 und S15 dur
h sukzessives�Andern der Startvariable '12 beliebig genau ann�ahern. Die Bere
hnungen indiesem Abs
hnitt wurden mit Mathemati
a 4.0 von Wolfram Resear
h aufeinem PC unter Windows 2000 dur
hgef�uhrt.



B.3. KOMBINATIONSPROGRAMM 167B.3 KombinationsprogrammDieses Programm bere
hnet aus den Daten der 75 uniformen Polyeder (d.h.Platonis
he und Ar
himedis
he Polyeder und p-Prismen und p-Antiprismenmit 3 � p � 14) alle m�ogli
hen Kantenkombinationen. Die dabei zugrundeliegende Systematik ist in Kapitel 6 ab Seite 43 bes
hrieben. Das Programmist ges
hrieben in Turbo Pas
al 6.0.program polytop3;{Dieses Programm beinhaltet eine Liste von Zellen und derenDihedralwinkel an den Kanten. Es bere
hnet alle m"ogli
henKombinationen dieser Zellen, sodass die Summe um eine Kanteherum kleiner als 2pi ist.}{mit Prisma/Antiprisma}uses Crt;type feld=array[1..75℄of integer;feld2=array[1..5℄of integer;
onst w:array[1..75℄of real= {Winkel}(0.333333333, 0.391826552, 0.391826552, 0.500000000,0.500000000, 0.500000000, 0.500000000, 0.500000000,0.500000000, 0.500000000, 0.500000000, 0.500000000,0.500000000, 0.500000000, 0.500000000, 0.500000000,0.520721247, 0.522332800, 0.524217966, 0.526453482,0.529148024, 0.532460954, 0.536636212, 0.542068097,0.549441271, 0.560068427, 0.576867558, 0.600000000,0.608173448, 0.608173448, 0.608173448, 0.647583617,0.647583617, 0.666666666, 0.695913276, 0.695913276,0.695913276, 0.695913276, 0.708620016, 0.714285714,0.750000000, 0.750000000, 0.750000000, 0.767720472,0.767720472, 0.767720472, 0.777777778, 0.792347954,0.792347954, 0.792347954, 0.792347954, 0.794352389,0.800000000, 0.804086724, 0.804086724, 0.806788285,0.818181818, 0.823791808, 0.823791808, 0.833333333,0.834568126, 0.846153846, 0.849610668, 0.851303265,0.855346571, 0.857142857, 0.871479109, 0.883860236,0.883860236, 0.884369481, 0.894906952, 0.903682483,0.911104353, 0.912085367, 0.917463304);n:array[1..75℄of array[1..2℄ of integer= {Kantefl"a
hen}((4,4), (3,3), (6,6), (3,4),(4,4), (4,5), (4,6), (4,7),(4,8), (4,9), (4,10), (4,11),(4,12), (4,13), (4,14), (8,8),(3,14), (3,13), (3,12), (3,11),(3,10), (3,9), (3,8), (3,7),(3,6), (3,5), (3,4), (4,4),(3,3), (3,6), (6,6), (5,5),(10,10),(4,4), (3,8), (4,6),(3,4), (6,8), (3,3), (4,4),(4,4), (4,8), (4,4), (3,3),(3,3), (6,6), (4,4), (3,10),(5,6), (3,5), (6,10), (3,4),(4,4), (3,4), (4,6), (3,3),(4,4), (4,5), (4,10), (4,4),(3,3), (4,4), (3,5), (3,3),(3,3), (4,4), (3,3), (4,6),(3,4), (3,3), (3,3), (3,3),(3,3), (3,3), (3,3));name:array[1..75℄of string= {Namen}(' 4, 4, 3 ',' 3, 3, 3 ',' 6, 6, 3 ',' 3, 4, 4 ',' 4, 4, 4 ',' 5, 4, 4 ',' 6, 4, 4 ',' 7, 4, 4 ',' 8, 4, 4 ',' 9, 4, 4 ','10, 4, 4 ','11, 4, 4 ','12, 4, 4 ','13, 4, 4 ','14, 4, 4 ',' 8, 8, 3 ',' 3,14, 3, 3 ',' 3,13, 3, 3 ',' 3,12, 3, 3 ',' 3,11, 3, 3 ',' 3,10, 3, 3 ',' 3, 9, 3, 3 ',' 3, 8, 3, 3 ',' 3, 7, 3, 3 ',' 3, 6, 3, 3 ',' 3, 5, 3, 3 ',' 3, 4, 3, 3 ',' 4, 4, 5 ',' 3, 3, 3, 3 ',' 3, 6, 6 ',

' 6, 6, 4 ',' 5, 5, 5 ','10,10, 3 ',' 4, 4, 6 ',' 3, 8, 8 ',' 4, 6, 6 ',' 3, 4, 3, 4 ',' 6, 8, 4 ',' 3, 3, 3, 4 ',' 4, 4, 7 ',' 4, 4, 3, 4 ',' 4, 8, 6 ',' 4, 4, 8 ',' 3, 3, 3, 3, 3',' 3, 3, 3, 5 ',' 6, 6, 5 ',' 4, 4, 9 ',' 3,10,10 ',' 5, 6, 6, ',' 3, 5, 3, 5 ',' 6,10, 4 ',' 3, 4, 3, 3, 3',' 4, 4,10 ',' 3, 4, 4, 4 ',' 4, 6, 8 ',' 3, 3, 3, 6 ',' 4, 4,11 ',' 4, 5, 4, 3 ',' 4,10, 6 ',' 4, 4,12 ',' 3, 3, 3, 7 ',' 4, 4,13 ',' 3, 5, 3, 3, 3',' 3, 3, 3, 3, 4',' 3, 3, 3, 8 ',' 4, 4,14 ',' 3, 3, 3, 9 ',' 4, 6,10 ',' 3, 4, 5, 4 ',' 3, 3, 3,10 ',' 3, 3, 3,11 ',' 3, 3, 3,12 ',' 3, 3, 3,13 ',' 3, 3, 3, 3, 5',' 3, 3, 3,14 ');r:array[3..14℄of real= {Fl"a
heninradien}(0.288675135, 0.5, 0.68819096, 0.866025404,1.038260698, 1.207106781, 1.37373871, 1.538841769,1.702843619, 1.866025404, 2.028579743, 2.190643134);Rf:array[1..75℄of array[1..3℄ of real={Polyederfl"a
henradien}((0.5,0.288675135,0), (0.204124145,0,0),(1.020620727,0.612372436,0), (0.5,0.288675135,0),(0.5,0,0), (0.68819096,0.5,0),(0.866025404,0.5,0), (1.038260698,0.5,0),(1.207106781,0.5,0), (1.37373871,0.5,0),(1.538841769,0.5,0), (1.702843619,0.5,0),(1.866025404,0.5,0), (2.028579743,0.5,0),(2.190643134,0.5,0),(1.682521985,1.207106781,0),(2.214111685,0.432095528,0),(2.053869758,0.431947383,0),(1.893445061,0.431760029,0),(1.732787073,0.431518231,0),(1.571824673,0.431198498,0),(1.410454362,0.43076304,0),(1.248519348,0.430147784,0),(1.085769773,0.429236596,0),(0.921780542,0.427799837,0),(0.755761312,0.425325403,0),(0.58604041,0.420448207,0), (0.68819096,0.5,0),(0.408248291,0,0),(1.020620727,0.612372436,0),(1.414213563,1.224744871,0), (1.113516361,0,0),(2.912781158,2.489898274,0), (0.866025404,0.5,0),(1.682521985,1.207106781,0),(1.414213563,1.224744871,0),(0.816496581,0.707106781,0),(2.207106781,2.090770275,1.914213562),(0.58604041,0.420448207,0), (1.038260698,0.5,0),(1.274273695,1.207106781,0),(2.207106781,2.090770275,1.914213562),(1.207106781,0.5,0), (0.755761312,0,0),(0.755761312,0.425325403,0),(2.327438428,2.267283933,0),(1.37373871,0.5,0),(2.912781158,2.489898274,0),(2.32748428,2.267283933,0),(1.511522623,1.376381915,0),(3.736067965,3.668542468,3.440954787),(1.213355801,1.142613508,0), (1.538841769,0.5,0),(1.274273695,1.207106781,0),(2.207106781,2.090770275,1.914213562),(0.921780542,0.427799837,0), (1.702843619,0.5,0),



168 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGEN(2.157019846,2.118033982,2.06457287),(3.736067965,3.668542468,3.440954787),(1.866025404,0.5,0),(1.085769773,0.429236596,0),(2.028579743,0.5,0),(2.077089663,1.980915945,0),(1.213355801,1.142613508,0),(1.248519348,0.430147784,0),(2.190643134,0.5,0),(1.410454362,0.43076304,0),(3.736067965,3.668542468,3.440954787),(2.157019846,2.118033982,2.06457287),(1.571824673,0.431198498,0),(1.732787073,0.431518231,0),(1.893445061,0.431760029,0),(2.053869758,0.431947383,0),(2.077089663,1.980915945,0),(2.214111685,0.432095528,0));var i,j :integer;k :longint;kk,sss :real;ianz :feld2;Ende :boolean;a,jja,auswahl,b,bb,srz :string;dat :text;alpha1,alpha2,alpha3 :real;gamma12,gamma13,gamma23 :real;f12,f13,f23 :integer;R_z,R_f,R_k,R_e :real;R113,R112,R212,R223,R323,R313:real;rg1,rg2,rg3,rg4,rg5,rgt :integer;rz1,rz2,rz3,rz4,rz5,rz6 :real;fehlersin,fehlerrad :string;fun
tion ar

os (x:real):real;beginif (x>-1) and (x<1) thenar

os:=pi/2-ar
tan(x/sqrt(1-x*x));if x=-1 then ar

os:=1;if x=1 then ar

os:=0;if (x<-1) or (x>1) then ar

os:=-999999;end;fun
tion Summeklein(ianz:feld2):boolean;var s:real;is:integer;begins:=0;for is:=1 to 5 do if ianz[is℄>0 then s:=s+w[ianz[is℄℄;if s<2.000001 then Summeklein:=trueelse Summeklein:=false;end;fun
tion Wert(sf:string):integer;var w,t:integer;beginif sf=' 'then Wert:=99;if sf<>' 'then beginval(sf,w,t);if t=0 then Wert:=w else Wert:=99;end;end;pro
edure Ausgabe(ianz:feld2);var s:real;is:integer;begins:=0;gotoxy(1,26);if ianz[1℄>0 thenwrite('(',n[ianz[1℄,1℄:2,',',n[ianz[1℄,2℄:2,'),')else write(' ');if ianz[2℄>0 then

write('(',n[ianz[2℄,1℄:2,',',n[ianz[2℄,2℄:2,'),')else write(' ');write('(',n[ianz[3℄,1℄:2,',',n[ianz[3℄,2℄:2,'),');write('(',n[ianz[4℄,1℄:2,',',n[ianz[4℄,2℄:2,'),');write('(',n[ianz[5℄,1℄:2,',',n[ianz[5℄,2℄:2,')');gotoxy(1,28);writeln(' ');write(s:7:3);str(int(rz1*10000000+0.5)/10000000:7:5,b);if (fehlerrad='') and (fehlersin='') thenbeginb:=
opy(b,1,7);write(dat,b,' ');if ianz[1℄>0 then write(dat,'(',name[ianz[1℄℄,'),')else write(dat,' ');if ianz[2℄>0 then write(dat,'(',name[ianz[2℄℄,'),')else write(dat,' ');write(dat,'(',name[ianz[3℄℄,'),');write(dat,'(',name[ianz[4℄℄,'),');write(dat,'(',name[ianz[5℄℄,')');writeln(dat,' ',jja,' ',fehlersin,fehlerrad);end else k:=k-1;gotoxy(1,30);write(jja,' ',fehlersin,fehlerrad);gotoxy(1,32);if ianz[1℄>0 then write('(',name[ianz[1℄℄,'),')else write(' ');if ianz[2℄>0 then write('(',name[ianz[2℄℄,'),')else write(' ');write('(',name[ianz[3℄℄,'),');write('(',name[ianz[4℄℄,'),');write('(',name[ianz[5℄℄,')');writeln(' ');end;{******** H A U P T P R O G R A M M ********}beginassign(dat,'
:\poly\knte1.txt');rewrite(dat);ianz[1℄:=0;ianz[2℄:=0;ianz[3℄:=1;ianz[4℄:=1;ianz[5℄:=0;Ende:=false;k:=0;
lrs
r;repeatin
(ianz[5℄);if ianz[5℄>=76 then begin ianz[5℄:=1;in
(ianz[4℄);end;if ianz[4℄>=76 then begin ianz[4℄:=1;in
(ianz[3℄);end;if ianz[3℄>=76 then begin ianz[3℄:=1;in
(ianz[2℄);end;if ianz[2℄>=76 then begin ianz[2℄:=1;in
(ianz[1℄);end;R_e:=0;fehlersin:='';fehlerrad:='';gotoxy(1,40);if ianz[1℄>0 then write(name[ianz[1℄℄);gotoxy(1,41);if ianz[2℄>0 then write(name[ianz[2℄℄);gotoxy(1,42);write(name[ianz[3℄℄,' =z3');gotoxy(1,43);write(name[ianz[4℄℄,' =z2');gotoxy(1,44);write(name[ianz[5℄℄,' =z1');if Summeklein(ianz) and (ianz[1℄<75) thenbeginjja:='0';if ianz[2℄=0 thenbeginif (n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) then jja:=' 212121';if (n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) then jja:=' 221121';if (n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) then jja:=' 212211';if (n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) then jja:=' 221211';if (n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) then jja:=' 112122';if (n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) then jja:=' 121122';if (n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and



B.3. KOMBINATIONSPROGRAMM 169(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) then jja:=' 112212';if (n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) then jja:=' 121212';if jja<>'0' thenbegingotoxy(1,5);write('1:',name[ianz[5℄℄,' 2:',name[ianz[4℄℄,' 3:',name[ianz[3℄℄);alpha1:=w[ianz[5℄℄*pi;alpha2:=w[ianz[4℄℄*pi;alpha3:=w[ianz[3℄℄*pi;gotoxy(1,6);write('alpha1:',alpha1:12:10,' alpha2:',alpha2:12:10,' alpha3:',alpha3:12:10);gamma12:=ar

os((
os(alpha3)-
os(alpha1)*
os(alpha2))/(sin(alpha1)*sin(alpha2)));gamma13:=ar

os((
os(alpha2)-
os(alpha1)*
os(alpha3))/(sin(alpha1)*sin(alpha3)));gamma23:=ar

os((
os(alpha1)-
os(alpha2)*
os(alpha3))/(sin(alpha2)*sin(alpha3)));gotoxy(1,7);writeln('gamma12=',gamma12:12:10,' gamma23=',gamma23:12:10,' gamma13=',gamma13:12:10,' ');if jja[8℄='1' thenbeginf12:=n[ianz[5℄,1℄;end elsebeginf12:=n[ianz[5℄,2℄;end;if jja[6℄='1' thenbeginf23:=n[ianz[4℄,1℄;end elsebeginf23:=n[ianz[4℄,2℄;end;if jja[10℄='1'thenbeginf13:=n[ianz[3℄,1℄;end elsebeginf13:=n[ianz[3℄,2℄;end;gotoxy(1,8);write('f12= ',f12:2,' f23= ',f23:2,' f13= ',f13:2);gotoxy(1,9);write(r[f12℄:12:10,' ',r[f23℄:12:10,' ',r[f13℄:12:10);R112:=0;R212:=0;R223:=0;R323:=0;R313:=0;R113:=0;auswahl:=name[ianz[5℄℄;gotoxy(60,16);write('F-Bestimmung');gotoxy(60,17);write(
opy(auswahl,1,40));rg1:=Wert(
opy(auswahl,1,2));rg2:=Wert(
opy(auswahl,4,2));rg3:=Wert(
opy(auswahl,7,2));rg4:=Wert(
opy(auswahl,10,2));rg5:=Wert(
opy(auswahl,13,2));repeatif rg1=rg2 thenbeginrg2:=rg3;rg3:=rg4;rg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg2=rg3 thenbeginrg3:=rg4;rg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg3=rg4 thenbeginrg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg4=rg5 thenbeginrg5:=rg5+20;end;if rg1>rg2 thenbeginrgt:=rg2;rg2:=rg1;rg1:=rgt;

end;if rg2>rg3 thenbeginrgt:=rg3;rg3:=rg2;rg2:=rgt;end;if rg3>rg4 thenbeginrgt:=rg4;rg4:=rg3;rg3:=rgt;end;if rg4>rg5 thenbeginrgt:=rg5;rg5:=rg4;rg4:=rgt;end;until ((rg1<rg2)and(rg2<rg3)and(rg3<rg4)and(rg4<rg5))or(rg5>10000);gotoxy(60,18);write(rg1,' ',rg2,' ',rg3,' ',rg4,' ',rg5,' .');if f12=rg1 then R112:=Rf[ianz[5℄,1℄;if f12=rg2 then R112:=Rf[ianz[5℄,2℄;if f12=rg3 then R112:=Rf[ianz[5℄,3℄;if f13=rg1 then R113:=Rf[ianz[5℄,1℄;if f13=rg2 then R113:=Rf[ianz[5℄,2℄;if f13=rg3 then R113:=Rf[ianz[5℄,3℄;auswahl:=name[ianz[4℄℄;gotoxy(60,19);write(
opy(auswahl,1,40));rg1:=Wert(
opy(auswahl,1,2));rg2:=Wert(
opy(auswahl,4,2));rg3:=Wert(
opy(auswahl,7,2));rg4:=Wert(
opy(auswahl,10,2));rg5:=Wert(
opy(auswahl,13,2));repeatif rg1=rg2 thenbeginrg2:=rg3;rg3:=rg4;rg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg2=rg3 thenbeginrg3:=rg4;rg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg3=rg4 thenbeginrg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg4=rg5 thenbeginrg5:=rg5+20;end;if rg1>rg2 thenbeginrgt:=rg2;rg2:=rg1;rg1:=rgt;end;if rg2>rg3 thenbeginrgt:=rg3;rg3:=rg2;rg2:=rgt;end;if rg3>rg4 thenbeginrgt:=rg4;rg4:=rg3;rg3:=rgt;end;if rg4>rg5 thenbeginrgt:=rg5;rg5:=rg4;rg4:=rgt;end;until ((rg1<rg2)and(rg2<rg3)and(rg3<rg4)and(rg4<rg5))or(rg5>10000);gotoxy(60,20);write(rg1,' ',rg2,' ',rg3,' ',rg4,' ',rg5,' .');if f12=rg1 then R212:=Rf[ianz[4℄,1℄;if f12=rg2 then R212:=Rf[ianz[4℄,2℄;if f12=rg3 then R212:=Rf[ianz[4℄,3℄;if f23=rg1 then R223:=Rf[ianz[4℄,1℄;if f23=rg2 then R223:=Rf[ianz[4℄,2℄;if f23=rg3 then R223:=Rf[ianz[4℄,3℄;auswahl:=name[ianz[3℄℄;gotoxy(60,21);write(
opy(auswahl,1,40));rg1:=Wert(
opy(auswahl,1,2));rg2:=Wert(
opy(auswahl,4,2));



170 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGENrg3:=Wert(
opy(auswahl,7,2));rg4:=Wert(
opy(auswahl,10,2));rg5:=Wert(
opy(auswahl,13,2));repeatif rg1=rg2 thenbeginrg2:=rg3;rg3:=rg4;rg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg2=rg3 thenbeginrg3:=rg4;rg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg3=rg4 thenbeginrg4:=rg5;rg5:=rg5+20;end;if rg4=rg5 thenbeginrg5:=rg5+20;end;if rg1>rg2 thenbeginrgt:=rg2;rg2:=rg1;rg1:=rgt;end;if rg2>rg3 thenbeginrgt:=rg3;rg3:=rg2;rg2:=rgt;end;if rg3>rg4 thenbeginrgt:=rg4;rg4:=rg3;rg3:=rgt;end;if rg4>rg5 thenbeginrgt:=rg5;rg5:=rg4;rg4:=rgt;end;until ((rg1<rg2)and(rg2<rg3)and(rg3<rg4)and(rg4<rg5))or(rg5>10000);gotoxy(60,22);write(rg1,' ',rg2,' ',rg3,' ',rg4,' ',rg5,' .');if f13=rg1 then R313:=Rf[ianz[3℄,1℄;if f13=rg2 then R313:=Rf[ianz[3℄,2℄;if f13=rg3 then R313:=Rf[ianz[3℄,3℄;if f23=rg1 then R323:=Rf[ianz[3℄,1℄;if f23=rg2 then R323:=Rf[ianz[3℄,2℄;if f23=rg3 then R323:=Rf[ianz[3℄,3℄;gotoxy(1,11);write('R112=',R112:10:8,' R212=',R212:10:8,' R223=',R223:10:8);gotoxy(1,12);write('R323=',R323:10:8,' R313=',R313:10:8,' R113=',R113:10:8);if sin(gamma13)<>0 thenbeginR_z:=R113*sin(gamma13)-(R313-R113*
os(gamma13))*
os(gamma13)/sin(gamma13);rz5:=R_z;rz6:=R313*sin(gamma13)-(R113-R313*
os(gamma13))*
os(gamma13)/sin(gamma13);end elsebeginwriteln('Sin(gamma13)=0.');fehlersin:='sin(gamma13)=0 ';R_z:=9999999;rz5:=R_z;rz6:=rz5;end;if sin(gamma12)<>0 thenbeginrz1:=R212*sin(gamma12)-(R112-R212*
os(gamma12))*
os(gamma12)/sin(gamma12);rz2:=R112*sin(gamma12)-(R212-R112*
os(gamma12))*
os(gamma12)/sin(gamma12);end elsebeginwriteln('Sin(gamma12)=0.');fehlersin:=fehlersin+'sin(gamma12)=0 ';

rz1:=9999999;rz2:=rz1;end;if sin(gamma23)<>0 thenbeginrz3:=R323*sin(gamma23)-(R223-R323*
os(gamma23))*
os(gamma23)/sin(gamma23);rz4:=R223*sin(gamma23)-(R323-R223*
os(gamma23))*
os(gamma23)/sin(gamma23);end elsebeginwriteln('Sin(gamma23)=0.');fehlersin:=fehlersin+'sin(gamma23)=0';rz3:=9999999;rz4:=rz3;end;if rz1<0.00000001 then fehlerrad:='rz1<=0 ';if rz2<0.00000001 thenfehlerrad:=fehlerrad+'rz2<=0 ';if rz3<0.00000001 thenfehlerrad:=fehlerrad+'rz3<=0 ';if rz4<0.00000001 thenfehlerrad:=fehlerrad+'rz4<=0 ';if rz5<0.00000001 thenfehlerrad:=fehlerrad+'rz5<=0 ';if rz6<0.00000001 thenfehlerrad:=fehlerrad+'rz6<=0';gotoxy(1,13);write('Radien zu Z:',rz1:10:8,' ',rz2:10:8,' ',rz3:10:8);gotoxy(1,14);write(' ',rz4:10:8,' ',rz5:10:8,' ',rz6:10:8);rz1:=sqrt(sqr(rz1)+sqr(R112)+sqr(r[f12℄)+0.25);rz2:=sqrt(sqr(rz2)+sqr(R212)+sqr(r[f12℄)+0.25);rz3:=sqrt(sqr(rz3)+sqr(R223)+sqr(r[f23℄)+0.25);rz4:=sqrt(sqr(rz4)+sqr(R323)+sqr(r[f23℄)+0.25);rz5:=sqrt(sqr(rz5)+sqr(R313)+sqr(r[f13℄)+0.25);rz6:=sqrt(sqr(rz6)+sqr(R113)+sqr(r[f13℄)+0.25);if (int(rz1*100000+0.5)/100000<>int(rz2*100000+0.5)/100000)or(int(rz1*100000+0.5)/100000<>int(rz3*100000+0.5)/100000)or(int(rz1*100000+0.5)/100000<>int(rz4*100000+0.5)/100000)or(int(rz1*100000+0.5)/100000<>int(rz5*100000+0.5)/100000)or(int(rz1*100000+0.5)/100000<>int(rz6*100000+0.5)/100000)or(int(rz2*100000+0.5)/100000<>int(rz3*100000+0.5)/100000)or(int(rz2*100000+0.5)/100000<>int(rz4*100000+0.5)/100000)or(int(rz2*100000+0.5)/100000<>int(rz5*100000+0.5)/100000)or(int(rz2*100000+0.5)/100000<>int(rz6*100000+0.5)/100000)or(int(rz3*100000+0.5)/100000<>int(rz4*100000+0.5)/100000)or(int(rz3*100000+0.5)/100000<>int(rz5*100000+0.5)/100000)or(int(rz3*100000+0.5)/100000<>int(rz6*100000+0.5)/100000)or(int(rz4*100000+0.5)/100000<>int(rz5*100000+0.5)/100000)or(int(rz4*100000+0.5)/100000<>int(rz6*100000+0.5)/100000)or(int(rz5*100000+0.5)/100000<>int(rz6*100000+0.5)/100000)thenbeginstr(rz1:12:10,srz);fehlerrad:=fehlerrad+' Re1='+srz;str(rz2:12:10,srz);fehlerrad:=fehlerrad+' Re2='+srz;str(rz3:12:10,srz);fehlerrad:=fehlerrad+' Re3='+srz;str(rz4:12:10,srz);fehlerrad:=fehlerrad+' Re4='+srz;str(rz5:12:10,srz);fehlerrad:=fehlerrad+' Re5='+srz;



B.3. KOMBINATIONSPROGRAMM 171str(rz6:12:10,srz);fehlerrad:=fehlerrad+' Re6='+srz;end;gotoxy(1,15);write('f12=',r[f12℄:10:8,' f23=',r[f23℄:10:8,' f13=',r[f13℄:10:8);gotoxy(1,16);write(fehlerrad);gotoxy(1,18);write(fehlersin);R_f:=sqrt(R_z*R_z+R113*R113);R_k:=sqrt(R_f*R_f+r[f13℄*r[f13℄);R_e:=sqrt(R_k*R_k+0.25);gotoxy(1,20);write('Radien zu E:',rz1:10:8,' ',rz2:10:8,' ',rz3:10:8);gotoxy(1,21);write(' ',rz4:10:8,' ',rz5:10:8,' ',rz6:10:8);gotoxy(1,4);end;end;if (ianz[2℄<>0) and (ianz[1℄=0) thenbeginif (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 21212121';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 22112121';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 21221121';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 22121121';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 11212122';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 12112122';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 11221122';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 12121122';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 21212211';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 22112211';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 21221211';if (n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) then jja:=' 22121211';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 11212212';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 12112212';if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 11221212';

if (n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) then jja:=' 12121212';end;if (ianz[2℄<>0) and (ianz[1℄<>0) thenbeginif (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2121212121';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2211212121';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2122112121';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2212112121';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1121212122';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1211212122';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1122112122';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1212112122';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2121221121';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2211221121';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2122121121';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2212121121';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1121221122';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1211221122';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1122121122';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and



172 ANHANG B. COMPUTERUNTERST�UTZTE BERECHNUNGEN(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,1℄) and(n[ianz[5℄,2℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1212121122';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2121212211';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2211212211';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2122112211';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2212112211';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1121212212';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1211212212';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1122112212';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,1℄) and(n[ianz[4℄,2℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1212112212';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2121221211';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2211221211';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2122121211';if (n[ianz[1℄,2℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,1℄) then jja:='2212121211';

if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1121221212';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,1℄) and(n[ianz[3℄,2℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1211221212';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,1℄) and(n[ianz[2℄,2℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1122121212';if (n[ianz[1℄,1℄=n[ianz[2℄,2℄) and(n[ianz[2℄,1℄=n[ianz[3℄,2℄) and(n[ianz[3℄,1℄=n[ianz[4℄,2℄) and(n[ianz[4℄,1℄=n[ianz[5℄,2℄) and(n[ianz[5℄,1℄=n[ianz[1℄,2℄) then jja:='1212121212';end;if jja<>'0' thenbegink:=k+1;gotoxy(1,3);Ausgabe(ianz);gotoxy(1,4);writeln(jja);end;end;gotoxy(1,1);writeln(ianz[1℄:2,ianz[2℄:3,ianz[3℄:3,ianz[4℄:3,ianz[5℄:3);sss:=0;for j:=1 to 5 do if ianz[j℄>0 then sss:=sss+w[ianz[j℄℄;writeln(k:6,' ',sss:11:9,' ');if ianz[5℄=0 thenbegingotoxy(70,1);write('ianz[5℄=0');readln;end;if not(Summeklein(ianz)) thenbeginianz[5℄:=0;in
(ianz[4℄);if not(Summeklein(ianz))thenbeginianz[4℄:=1;in
(ianz[3℄);if not(Summeklein(ianz)) thenbeginianz[3℄:=1;in
(ianz[2℄);if not(Summeklein(ianz)) thenbeginianz[2℄:=1;in
(ianz[1℄);end;end;end;end;if jja<>'0' thenbegin
lrs
r;end;rz1:=0;until (ianz[1℄=76) or Ende;write(dat,'Ende.');
lose(dat);end.



Anhang CErg�anzungen zum Beweis
C.1 Fehlerabs
h�atzungDieser Abs
hnitt befasst si
h mit der Analyse der in dieser Arbeit gema
htenBere
hnungen. Dabei soll das Interesse auf den dur
h die Bere
hnungen undder Benutzung von (gerundeten) Zwis
henergebnissen gema
hten Fehlernliegen. Zur Bere
hnung wurden vers
hiedene Hilfsmittel (mit vers
hiedenenGenauigkeiten) benutzt. Hier soll nun ni
ht jedes einzelne Hilfsmittel in allenDetails analysiert werden, sondern f�ur die einzelnen S
hritte obere S
hrankenf�ur den m�ogli
hen Fehler dur
h Rundungen und/oder Ausl�os
hungen10 ge-ma
ht werden.Im Folgenden werden wir nun jedes Kapitel und die darin angestelltenBere
hnungen ans
hauen und die Fehler der Ein- und Ausgaben angeben.Am Ende wollen wir die Re
henfehler in den beiden Tabellen ab Seite 127bzw. ab Seite 139 abs
h�atzen und daraus die Einteilung in die Gruppenre
htfertigen.C.1.1 Bere
hnungen in Kapitel 3In Kapitel 3 wurden die Keilwinkel der uniformen Polyeder bere
hnet. Dabeiwurden in 3.1, 3.2 und 3.3 die Formeln analytis
h (d.h. dur
h Umformen {insbesondere in 3.3) hergeleitet und die Keilwinkel mit Mathemati
a 4.0 auf20 Na
hkommastellen bere
hnet. Aus Platzgr�unden wurden die Keilwinkel10So f�uhrt z.B. das Subtrahieren (fast) glei
h gro�er Zahlen { da diese gerundet imRe
hner zwis
hengespei
hert wurden und meist ni
ht glei
h sind { zu relativ gro�enFehlern, insbesondere wenn der Rest ans
hlie�end mit gro�en Zahlen multipliziert wird.Das wirkli
he Ergebnis wei
ht dann meist stark vom theoretis
hen Ergebnis null ab.173



174 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISauf 17 Stellen hinter dem Komma gerundet. Der dabei gema
hte Fehler istsi
her kleiner als 10�16.C.1.2 Bere
hnungen in Kapitel 4In Kapitel 4 wurden die Radien der uniformen Polyeder bere
hnet. Dabeihaben wir die n�otigen Formeln analytis
h hergeleitet und dann die Formelnf�ur die Keilwinkel aus Kapitel 3 eingesetzt. Dabei wurde wieder mit Mathe-mati
a 4.0 auf 20 Na
hkommastellen gere
hnet und das Ergebnis auf 17Stellen na
h dem Komma gerundet dargestellt. Au
h hier k�onnen wir alsoeinen Fehler mit der oberen S
hranke von 10�16 abs
h�atzen.C.1.3 Bere
hnungen in Kapitel 5In Kapitel 5 haben wir aus den vorherigen Daten die Faltwinkel und Radiender Poly
hora bere
hnet. Hierbei wurden im Wesentli
hen die glei
hen Be-re
hnungen wie in Kapitel 4 dur
hgef�uhrt und Formeln aus Kapitel 3 mitdenen aus Kapitel 4 kombiniert. Diese Bere
hnungen wurden mit Mathema-ti
a 4.0 wieder mit 20 Na
hkommastellen Genauigkeit dur
hgef�uhrt und auf17 Stellen gerundet dargestellt. Au
h hier k�onnen wir deshalb re
hnerinterneFehler in der Gr�o�enordnung von mehr als 10�16 auss
hlie�en.C.1.4 Bere
hnungen in Kapitel 6In diesem Kapitel haben wir ein Programm in Turbo Pas
al 6.0 benutzt,wel
hes alle kombinatoris
hen M�ogli
hkeiten von Zellen um eine Kante sys-tematis
h dur
htestet. Da hier nur mit ganzen Zahlen (3-, 4-, 5-E
ke usw.,deren Kombinationen an E
ken zu Zellen und s
hlie�li
h Zellkombinationenum Kanten) gere
hnet (oder besser gearbeitet) wird, k�onnen wir einen Fehlerauss
hlie�en. Ledigli
h die Bere
hnung der Keilwinkelsummen, die in TurboPas
al mit der Genauigkeit von maximal a
ht Na
hkommastellen ges
hieht,kann hier Fehler erzeugen. Da aber ledigli
h die auf a
ht Stellen gerundetenKeilwinkel addiert werden, deren Fehler wir mit kleiner als 10�7 abs
h�atzen,erhalten wir als sehr grobe Obergrenze einen Fehler von maximal 10�6.Um nun dur
h das Kombinationsprogramm keine m�ogli
hen Kantenkom-binationen auszus
hlie�en, deren genaue Keilwinkelsumme kleiner als 2�,deren gerundete Winkelsumme (genaue Summe plus maximalen Fehler von10�6) aber etwas gr�o�er als 2� ist, erlauben wir im Programm (siehe inder Funktion Summeklein die obere S
hranke f�ur die Variable s) Keilwinkel-summen von (2 + 10�6)� (und erh�ohen die Fehlers
hranke weiter auf etwa



C.2. FALTWINKEL = KEILWINKEL IM SCHNITT 1753; 14159�10�6). Damit enth�alt Tabelle 1 alle m�ogli
hen Kantenkombinationen,deren Winkelsumme kleiner als (2+ 10�6)� ist; allerdings wurden diejenigenKombinationen s
hon wieder entfernt, deren Summen (genau) 2� betragen.(Entfernt wurden o�ensi
htli
he "Raumausf�uller\ wie (4,4,4) (4,4,8) (4,4,8),(4,4,6) (4,4,6) (4,4,6) oder (3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,3) und �ahnli
he.)Ans
hlie�end wurden die Radien der Umsph�are mit Mathemati
a 4.0 (mitdem Radien-Programm ab Seite 156) aus den exakten Formeln mit 20 Stellenbere
hnet und dann in Tabelle 1 (ab Seite 127) mit 13 Na
hkommastelleneingetragen. Dabei liegt der Fehler innerhalb der Rundung, d.h. unter 10�13.C.1.5 Analyse der Tabellen und GruppeneinteilungBetra
hten wir die Tabelle 2 (ab Seite 139), genauer die Di�erenzen derRadien einer Kantenkombination zur n�a
hsten, dann f�allt auf, dass dieseUnters
hiede entweder bei 13 Na
hkommastellen glei
h null (d.h. kleiner als10�13) oder aber �uber einer unteren S
hranke von 9:9254372 � 10�6 (beimRadius 1.8477590650226 / 1.8477689904598) liegen. Das hei�t, dass der Ra-dienunters
hied (aufgrund eventueller Re
henfehler) innerhalb einer Gruppeimmer no
h mindestens sieben Gr�o�enordnungen unterhalb der Radienun-ters
hiede vers
hiedener Gruppen anzusiedeln ist. Und in den allermeistenF�allen ist dieser Sprung von einer zur n�a
hsten Gruppe eher in der N�ahe von10�2 als an der unteren S
hranke.Die von uns dur
hgef�uhrte Einteilung in Gruppen ist also gere
htfertig,selbst wenn wir eventuelle Re
henfehler von maximal 10�13 mit ber�u
ksi
hti-gen. Damit haben wir gezeigt, dass wir mit dieser Einteilung keine theoretis
hm�ogli
he Kombination von Kantenumgebungen um eine E
ke au�er A
htgelassen haben.
C.2 Faltwinkel = Keilwinkel im S
hnittIn Kapitel 5 wurde behauptet, dass die Faltwinkel in einer Kantenkom-bination genau den Keilwinkeln zwis
hen den S
hnitt
�a
hen entspre
hen,wenn wir eine Hyperebene senkre
ht dur
h den Kantenmittelpunkt legen unddamit die Zellen s
hneiden. Hier soll diese Behauptung bewiesen werden.



176 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISz1k f13� �e1
e2 f12��'12�1�3 �2'23f23 ��

z3
z2

'13
Gehen wir von einer Kantenkombination mit drei Zellen aus (mit vierund f�unf Zellen l�auft es analog). Dabei ber�uhren si
h die drei Zellen (mit denMittelpunkten zi) an einer gemeinsamen Kante e1e2, dessen Mittelpunkt kist. Des Weiteren sind die Fl�a
henmittelpunkte der Ber�uhr
�a
hen zwis
henden Zellen mit fij bezei
hnet. Und s
hlie�li
h sind die Keilwinkel �i der Zellenzi an k bes
hriftet. Die Faltwinkel 'ij sind die Winkel an fij zwis
hen denbeiden Geraden zu fijzi und fijzj.Betra
hten wir jetzt jede Zelle zi als 3-dimensionalen Polyeder. Dannist klar, dass es eine Ebene dur
h k, fij und fjl gibt und dass zi ebenfallsauf dieser Ebene liegt. Diese Tatsa
he tri�t nun auf alle drei Zellen dieserKantenumgebung zu. Das hei�t dann aber au
h, dass auf der 3-dimensionalenHyperebene, die dur
h die vier Punkte k, f12, f13 und f23 gebildet wird,die drei Zellmittelpunkte z1, z2 und z3 liegen, und dass diese Hyperebenesenkre
ht zur Kante e1e2 liegt.Betra
hten wir nun diese Hyperebene genauer: Die Faltwinkel 'ij zwi-s
hen den Geraden fijzi und fijzj be�nden si
h vollst�andig in dieser Hyper-ebene, ebenso die drei S
hnitt
�a
hen von den Zellen. Das hei�t aber, dasswir { im 3-Dimensionalen { drei Fl�a
hen mit Fl�a
henwinkeln �1 bis �3 umeine E
ke k geordnet haben, und dass auf den gemeinsamen Kanten jeweilseiner der fij's liegt. Dieselben Faltwinkel 'ij lassen si
h also eindeutig alsKeilwinkel in diesem S
hnitt interpretieren.C.3 Eindeutigkeit der Faltwinkel bei 4 oder5 Zellen pro KanteAnders als bei Kantenkombinationen dreier Zellen, deren Existenz und Ein-deutigkeit s
hon aus den Formeln folgt, lassen si
h vier oder f�unf Zellen ni
hteinfa
h und eindeutig so zu einer Kantenkombination zusammen setzen, dassdiese Teil eines Poly
hors ist. Hier soll nun gezeigt werden, dass es zu vieroder f�unf gegebenen Zellen mit einer Keilwinkelsumme kleiner als 2� eine



C.3. EINDEUTIGKEIT BEI 4 ODER 5 ZELLEN PRO KANTE 177eindeutige Sph�are { mit bere
henbarem Radius { gibt, so dass alle E
ken derZellen auf dieser liegen.Betra
hten wir als erstes eine Abwi
klung der Kantenkombination: Dievier (oder f�unf) Zellen sind im 3-Dimensionalen um eine Kante geklebt, wobeizwis
hen der ersten und letzten Zelle eine L�u
ke bleibt. Nun de�nieren wirein Ende der gemeinsamen Kante als oben oder innen, das andere als untenoder au�en.Jetzt s
hneiden wir { wie bei der Kombination von drei Zellen { dasganze Gebilde mit einer Ebene senkre
ht zur Kante und dur
h den Kan-tenmittelpunkt k. Wir erhalten eine Ebene mit einem Punkt k, vier (bzw.f�unf) Fl�a
hen mit Fl�a
henwinkel �1 bis �4 (bzw. �5), den gemeinsamenKanten dazwis
hen (jeweils mit einem fij darauf) und einer L�u
ke. Faltenwir jetzt alle Kanten um einen kleinen Winkel " na
h oben (also in die glei
heRi
htung!). Wir erhalten f�ur drei (bzw. vier) Kanten na
h den �Uberlegungenaus Kapitel 5 (mit der Zei
hnung auf Seite 37) ein unregelm�a�iges 4-E
k mit'ij = ", zi, zj und Poly
hormittelpunkt o. Daraus k�onnen wir f�ur diese drei(bzw. vier) Kanten Radien einer Umsph�are ausre
hnen, auf der zumindestalle E
ken der beiden Zellen sind, die mit den beiden S
hnitt
�a
hen an dieserKante korrespondieren.Damit nun die Radien alle glei
h werden, w�ahlen wir uns f�ur die ersteKante zwis
hen den S
hnitt
�a
hen der ersten und zweiten Zelle ein beliebiges,kleines "1 und bestimmen nun erst "2 zwis
hen der zweiten und drittenS
hnitt
�a
he und dann "3 zwis
hen der dritten und vierten S
hnitt
�a
he(und f�ur f�unf Zellen analog "4), so dass jeweils der n�a
hste Radius genausogro� ist wie der erste Radius, der aus "1 folgte. Dabei betra
hten wir nunden Abstand a der Fl�a
henmittelpunkte der ersten und der letzten Zellean der L�u
ke, die si
h ja au
h auf den S
hnitt
�a
hen (genauer sogar aufderen Kanten) be�nden. Bei der gesu
hten Kantenkombination m�ussten diesebeiden Fl�a
henmittelpunkte { da die Fl�a
hen aufeinander fallen { identis
hsein, der Abstand a also null betragen. Bei einer kleinen Vergr�o�erung von"1 { und damit der anderen "'s { wird dieser Abstand a, sozusagen als Ma�f�ur die L�u
ke, immer kleiner. Und es ist aus Stetigkeitsgr�unden klar, dass esein "�1 = '12 mit einem Radius Re geben muss, so dass alle anderen "'s zumglei
hen Radius Re f�uhren und dass der Abstand a null wird.



178 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISC.4 Kanten- und E
kenumgebungen mit p-(Anti-)Prismen und p > 14Bei der Erkl�arung der Beweisidee in Kapitel 2 wurden alle Prismen undAntiprismen mit p-E
k und p > 14 ausges
hlossen, mit der Begr�undung,dass es f�ur gr�o�ere p keine oder nur no
h wenige Kombinationen mit denanderen uniformen Polyedern geben kann und dass diese wenigen Kombina-tionen dann nur na
h gewissen "Rezepten\ (ein p-Prisma, zwei Hexaeder, einp-Antiprisma o.�a.) vonstatten gehen. Diese Behauptung soll an dieser Stellebewiesen werden.Dazu werden wir f�ur ein beliebiges p f�ur ein p-Antiprisma und ans
hlie-�end f�ur ein p-Prisma alle kombinatoris
h m�ogli
hen Kantenumgebungenaufz�ahlen und dann f�ur die Umgebungen die maximalen p erre
hnen, f�ur diedie Winkelsumme unter 2� bleibt. Da wir diese Bere
hnungen mit Mathe-mati
a 4.0 dur
hf�uhren werden und somit beliebig genau re
hnen k�onnen,werden wir hier auf die Einf�uhrung eines maximalen Fehlers F { wie im inPas
al ges
hriebenen Kombinationsprogramm { verzi
hten.C.4.1 Die kombinatoris
h m�ogli
hen Kantenumgebun-gen mit p > 14Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. �Keilwinkel < 2� , p � 3 und1 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p2 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 8 p3 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) p < 124 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) p < 75 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) p < 76 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) p < 67 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) p < 68 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) p < 59 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) p < 410 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, q) q > 7) p < 511 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 8 p12 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) p < 1613 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) p < 614 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) p < 415 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) p < 416 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) p < 417 ( 3, 3, 3, p) ( 3, q, 3, 3) ( 3, q, 3, 3) q = 3) p < 6q = 4) p < 8... ...q ) p < 2q18 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 10, 3, 3) ( 3, 10, 10) q < 419 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) q < 520 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) q < 821 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) q < 4Fortf�uhrung auf folgender Seite



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 179Fortf�uhrung von Tabelle 3Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. �Keilwinkel < 2� , p � 3 und22 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 6 9 p23 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) q < 524 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) q < 425 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) q < 426 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 6 9 p27 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, q) ( 3, 3, 3) q = 3) 8 pq � 4) p < 1228 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, q) ( 3, 3, 3, 3) q = 3) p < 6q = 4) p < 4q = 5) p < 4q = 6)69 pq > 6)69 p29 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) p < 430 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 6 9 p31 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 6 9 p32 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) p < 633 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 6 9 p34 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 6 9 p35 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 6 9 p36 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 6 9 p37 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 6 9 p38 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, q) ( 3, 3, 3, r) q = r = 3) p < 6q = 3; r = 4) p < 4q = 3; r = 5) p < 4q � 4; r � 4)69 p39 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, q) ( 3, 3, 3, 3, 3) q � 4)69 p40 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, q) ( 3, 3, 3, 3, 4) q � 4)69 p41 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, q) ( 3, 3, 3, 3, 5) q � 4)69 p42 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 6 9 p43 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 6 9 p44 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 6 9 p45 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, q) q = 3) p < 4q � 4)69 p46 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 10, 10) ( 3, 10, 10) 6 9 p47 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 5) 6 9 p48 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 3, 3) 6 9 p49 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 6 9 p50 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 6 9 p51 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 6 9 p52 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 5, 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 6 9 p53 ( 3, p, 3, 3) ( 3, p, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p54 ( 3, p, 3, 3) ( 3, p, 3, 3) ( 3, 3, 3, q) 8 p; q55 ( 3, p, 3, 3) ( 3, p, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 8 p56 ( 3, p, 3, 3) ( 3, p, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 8 p57 ( 3, p, 3, 3) ( 3, p, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 8 p58 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 4) 8 p59 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 8 p60 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 8 p61 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 8 p62 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 8 p63 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8 p64 ( 4, 4, p) ( q, 4, 4) ( q, 4, 4) 8 p; q65 ( 4, 4, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) p < 2766 ( 4, 4, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) p < 1167 ( 4, 4, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) p < 768 ( 4, 4, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) p < 769 ( 4, 4, p) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) p < 670 ( 4, 4, p) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) p < 871 ( 4, 4, p) ( 5, 4, 4) ( 4, 5, 4, 3) p < 7Fortf�uhrung auf folgender Seite



180 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISFortf�uhrung von Tabelle 3Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. �Keilwinkel < 2� , p � 3 und72 ( 4, 4, p) ( 6, 4, 4) ( 4, 6, 6) p < 1173 ( 4, 4, p) ( 6, 4, 4) ( 4, 6, 8) p < 774 ( 4, 4, p) ( 6, 4, 4) ( 4, 6, 10) p < 675 ( 4, 4, p) ( 8, 4, 4) ( 4, 8, 6) p < 876 ( 4, 4, p) ( 10, 4, 4) ( 4, 10, 6) p < 777 ( 4, 4, p) ( 4, 4, q) ( 4, 4, r) r = 3; q � 6) 8 pr = 3; q = 7) p < 42r = 3; q = 8) p < 24r = 3; q = 9) p < 18r = 3; q = 10) p < 15r = 4; q = 4) 8 pr = 4; q = 5) p < 20r = 4; q = 6) p < 12r = 5; q = 5) p < 1078 ( 4, 4, p) ( 4, 4, q) ( 4, 4, 3, 4) p = 3) p < 24p = 4) p < 8p = 5) p < 579 ( 4, 4, p) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) p < 480 ( p, 4, 4) ( p, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 8 p81 ( 3, p, 3, 3) ( 3, p, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p82 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) 8 p83 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) 8 p84 ( 3, p, 3, 3) ( p, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p85 ( 3, 3, 3, p) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) p < 786 ( 4, 4, p) ( 4, 4, q) ( 4, 4, r) ( 4, 4, s) fq; r; sg = f3; 3; 3g11) 8 pfq; r; sg = f3; 3; 4g ) p < 12fq; r; sg = f3; 3; 5g ) p < 8fq; r; sg = f3; 4; 4g ) p < 6fq; r; sg = f3; 4; 5g ) p < 587 ( p, 4, 4) ( p, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 8 p88 ( p, 4, 4) ( p, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 8 p89 ( p, 4, 4) ( p, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 8 pEtli
he dieser Kantenumgebungen sind f�ur alle m�ogli
hen p, andere f�ur keineund wieder andere nur f�ur wenige p na
h der Keilwinkelsumme erlaubt. Zielist es jetzt, die Kantenumgebungen mit m�ogli
hen p entweder auszus
hlie�enoder eindeutig mit einem uniformen Poly
hor zu identi�zieren. Dazu werdenwir, �ahnli
h der Einzelbetra
htungen des Rests in Kapitel 7, jede hier gefun-dene Kantenumgebung einzeln und in Kombination mit den anderen betra
h-ten. Da wir hier die Radien { f�ur unendli
h viele Kantenumgebungen { ni
htexplizit ausre
hnen und verglei
hen k�onnen, werden wir zuerst versu
hen,den Auss
hluss dur
h eventuelle unm�ogli
he Kantenumgebungen, die aus dergefragten folgen, herbeizuf�uhren. Sollten Kantenumgebungen folgen, die abernur f�ur bestimmte, kleine p existieren und diese p kleiner als 14 sein, sohaben wir diese Kombinationen in Kapitel 7 s
hon behandelt (oder sogarvorher mit den Lemmata ausges
hlossen); in diesem Fall k�onnen wir die ersteKantenumgebung, mit der wir angefangen haben, f�ur gro�e p auss
hlie�en.11Da die Variablen p, q, r und s zyklis
h vertaus
ht werden k�onnen, bedeutet dieNotation mit den ges
hweiften Klammern, dass die drei Variablen die drei Werte annehmenm�ussen, wobei die Reihenfolge beliebig ist.



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 181C.4.2 Die Kantenumgebung 1Fangen wir mit der Kantenumgebung (3,3,3,p)(3,3,3)(3,3,3) an und setzen(3,3,3,p) in die Mitte. An eine der beiden freien Kanten zwis
hen (3,3,3,p)und einem (3,3,3) passt entweder mit 21 ein (3,3,3,3) oder wieder mit 1 ein(3,3,3). Im ersten Fall existiert dann zwis
hen (3,p,3,3) und (3,3,3,3) nur no
h54 mit q = 3 und einem weiteren (3,p,3,3). Dann bekommen wir aber eineKante zwis
hen den letzten Zellen mit (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3,p). DieseKante liefert f�ur p = 3 s
hon eine Keilwinkelsumme von genau 2�. Somit kannam inneren (3,3,3,p) kein (3,3,3,3) liegen. An seine Stelle kleben wir also ein(3,3,3) an. An einer freien Kante zwis
hen (3,p,3,3) und (3,3,3) passen jetzt53 mit (3,p,3,3)(3,3,3)(3,p,3,3) (Fall <i>), 81 mit (3,p,3,3) (3,3,3) (3,3,3)(3,p,3,3) (Fall <ii>), 83 mit (3,p,3,3) (3,3,3) (3,4,4) (p,4,4) (Fall <iii>)oder 83 mit (3,p,3,3)(3,3,3)(3,4,3,3)(p,4,4) (Fall <iv>). Mit Fall <i> an zweibena
hbarten Kanten des inneren (3,3,3,3,p) erhalten wir damit entlang derKante, die ni
ht vollst�andig am inneren (3,3,3,p) liegt, eine Kantenumge-bung (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3,p) { 85 { mit p � 6, wel
he in Kapitel 7s
hon betra
htet wurde. Mit Fall <i> an einer Kante und Fall <ii> an einerdazu bena
hbarten Kante bekommen wir (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3,p),wel
he ni
ht existiert. Glei
hes gilt, wenn hier anstatt Fall <ii> der Fall<iii> oder <iv> zusammen mit <i> benutzt wird: Wir ben�otigen dann(3,3,3) (3,3,3) (3,3,3) (3,4,4) (4,4,p) bzw. (3,3,3) (3,3,3)(3,4,3,3)(4,4,p), diesi
h ni
ht einmal s
hlie�en. Also ist Fall <i> ausges
hlossen. Legen wir anzwei bena
hbarte Kanten des p-E
ks zweimal<ii>, dann ben�otigen wir an derKante, die die innere Zelle nur an einer E
ke ber�uhrt, die Kantenumgebung(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3) { Nr. 999 in den Tabellen im Anhang A.Somit haben wir eine E
ke ums
hlossen und haben als E
kenumgebung zwei(3,p,3,3) und drei (3,3,3). �Ubertragen wir dies jetzt auf alle E
ken des inneren(3,3,3,p), dann sehen wir, dass alle E
ken der (3,3,3), die ni
ht an der innerenZelle liegen, zusammen fallen m�ussen. Diese E
ke ber�uhren dann aber aufjeden Fall mehr als drei (3,3,3) wodur
h die E
kentransitivit�at gebro
hen ist.Zweimal <ii> ist also ni
ht m�ogli
h. Und ersetzen wir eines der beiden <ii>dur
h <iii> oder <iv>, dann bekommen wir wieder ni
ht s
hlie�ende Kan-tenumgebungen (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,4,4)(3,3,3) bzw. (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,4,3,3)(3,3,3). Folgli
h ist der Fall <ii> au
h ni
ht m�ogli
h. Setzen wirnun zweimal den Fall <iii> an bena
hbarte Kanten des inneren (3,3,3,p)entlang eines p-E
ks, dann ben�otigen wir die Kantenumgebung (3,3,3) (3,3,3)(3,3,3) (3,4,4) (3,4,4), wel
he ni
ht existiert. Kombinieren wir also <iii>mit <iv>, so �nden wir kombinatoris
h (3,3,3) (3,3,3)(3,3,3)(3,4,4)(3,4,3,3),wel
he ebenfalls ni
ht existiert. Dann ist au
h der Fall <III> ni
ht m�ogli
h.Und Fall<iv> an zwei Kanten f�uhrt zu der ni
htexistenten Kantenumgebung



182 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEIS(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,4,3,3)(3,4,3,3). Somit sind alle vier F�alle ausges
hlos-sen, damit au
h der zweite Fall vom Anfang und so die Kantenumgebung1.C.4.3 Die Kantenumgebung 2Fangen wir hier mit der Kantenumgebung (3,3,3,p)(3,3,3)(3,3,3,3) an, dannk�onnen wir an einer Kante zwis
hen (3,3,3,p) und (3,3,3) mit 1 einen weiteren(3,3,3) anlegen. Diesen Fall haben wir bereits bei den Betra
htungen der Kan-tenumgebung 1 untersu
ht. Legen wir also zwis
hen (3,3,3) und (3,3,3,p) {mit 2 { einen (3,3,3,3). An den Kanten zwis
hen (3,p,3,3) und (3,3,3,3) passtaber, wie im Abs
hnitt zu 1 gesehen, nur 54 mit q = 3, also ein weiteres(3,p,3,3). Damit erhalten wir eine Kantenumgebung mit (3,3,3,3)(3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3,p). Diese existiert ebenfalls ni
ht. 2 kann folgli
h ni
ht vor-kommen.C.4.4 Die Kantenumgebungen 3 bis 10Diese Kantenumgebungen sind nur f�ur p < 14 m�ogli
h, wurden somit inKapitel 7 s
hon ber�u
ksi
htigt.C.4.5 Die Kantenumgebung 11Hier fangen wir mit (3,3,3,p)(3,4,4)(3,4,4) an. Zwis
hen dem inneren (3,3,3,p)und einem (3,4,4) k�onnen wir entweder mit 12 (zumindest f�ur p < 16) ein(3,4,3,3) oder mit 11 einen weiteren (3,4,4) anbauen. Im ersten Fall ben�otigenwir dann eine Kante mit (3,p,3,3)(3,3,3,4), wel
he 54, q = 4, mit einemweiteren (3,p3,3) erf�ullt. Weil die innere Zelle pro E
ke vier Fl�a
hen hat,su
hen wir jetzt an der Kante, die die innere Zelle nur an einer E
ke ber�uhrt,eine 4-Zellen-Kantenumgebung mit (3,3,3,p) (3,4,3,3) (4,4,3). Diese existiertaber ni
ht. Betra
hten wir also den zweiten Fall mit einem weiteren (3,4,4)am inneren (3,3,3,p). An den Kanten zwis
hen (3,p,3,3) und (3,4,4) k�onnenwir entweder 82 mit (3,p,3,3)(3,4,4)(4,4,3)(p,4,4) { Fall <i> { oder 53 mit(3,p,3,3)(3,4,4)(p,4,4) { Fall <ii> { anbringen. Verwenden wir <i> an zweibena
hbarten Kanten eines p-E
ks des inneren (3,3,3,p), dann bekommenwir die Kantenumgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(3,4,4)(3,4,4), wel
he ni
ht exis-tiert, da dessen Keilwinkelsumme genau 2� ergibt. Kombinieren wir also <i>mit <ii>. Dann ben�otigen wir (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(3,4,4)(4,4,p), wel
he si
hni
ht einmal s
hlie�t. Benutzen wir also an den beiden bena
hbarten p-E
k-Kanten zweimal <ii>. Jetzt erhalten wir die Kantenumgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,p), die mit 86 und q = r = s = 3 au
h f�ur alle p erlaubt ist. Die



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 183so gefundene E
kenumgebung k�onnen wir widerspru
hsfrei auf alle E
ken�ubertragen, bis si
h das Poly
hor s
hlie�t. Wir haben ein p-antiprismati-s
hes Prisma
hor H (3,3,3,p) konstruiert.C.4.6 Die Kantenumgebungen 12 bis 16Au
h diese Kantenumgebungen sind nur f�ur p < 14 m�ogli
h und wurdensomit in Kapitel 7 ber�u
ksi
htigt.C.4.7 Die Kantenumgebung 1717 ist die Kantenumgebung (3,3,3,p)(3,q,3,3)(3,q,3,3), wobei p < 2q seinmuss. Wenn wir mit 17 anfangen, k�onnen wir an den p-E
ken nur weitere(3,3,3,p) ankleben, die dann mit einigen 3-E
ken der (3,3,3,q) zusammenfal-len. Dann muss es eine Kantenumgebung mit (3,3,3,p) (3,3,3,q) geben. F�urgro�e p erf�ullt dies nur 27 mit q = 3. Damit ist p < 6. Dieser Fall wurdeebenfallls bereits in Kapitel 7 behandelt.C.4.8 Die Kantenumgebungen 18 bis 26Diese Kantenumgebungen sind ebenfalls nur f�ur p < 14 m�ogli
h und somitin Kapitel 7 behandelt worden.C.4.9 Die Kantenumgebung 27Die Kantenumgebung (3,3,3,p)(3,3,3,q)(3,3,3) ist nur f�ur gro�e p m�ogli
h,wenn q = 3 ist. Dieser Fall ist aber bei der Bearbeitung der Kantenumgebung2 s
hon ausges
hlossen worden.C.4.10 Die Kantenumgebungen 28 bis 52Diese Kantenumgebungen sind nur f�ur p < 14 m�ogli
h und in Kapitel 7 s
honbehandelt worden.C.4.11 Die Kantenumgebung 53An der Kantenumgebung (3,p,3,3)(3,p,3,3)(3,3,3) k�onnen wir zwis
hen demersten (3,3,3,p) und dem (3,3,3) mit 1 oder 2 nur einen weiteren (3,3,3) odereinen (3,3,3,3) platzieren. Im ersten Fall haben wir nun das Problem, dassdieser zweite (3,3,3) �uber Fl�a
hen an beide (3,3,3,p) ansto�en muss. Damit



184 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISw�urden aber au
h mindestens zwei 3-E
ke der beiden (3,3,3,p) zusammenfal-len. Da diese beiden au
h s
hon an p-E
ken aneinander grenzen, w�urde es eineKante geben, um die herum nur zwei Zellen, n�amli
h diese beiden (3,p,3,3),liegen. Dies ist nat�urli
h ni
ht m�ogli
h. Somit m�ussen wir laut zweitem Fallein (3,3,3,3) zwis
hen dem (3,3,3) und dem ersten (3,3,3,p) anbauen. Dieses(3,3,3,3) ber�uhrt dann aber au
h ein 3-E
k des zweiten (3,3,3,q), wel
heszum (3,3,3) bena
hbart ist. Zwis
hen diesem (3,3,3,3) und beiden (3,3,3,p)passt gegen�uber vom ersten (3,3,3) jetzt nur no
h ein zweiter (3,3,3). Damithaben wir eine erste E
ke vollst�andig mit Zellen umgeben. Diese Konstruk-tion k�onnen wir ohne Widerspru
h um das p-E
k herum fortf�uhren, immeran den Kanten ein (3,3,3) und an den E
ken ein (3,3,3,3). Allerdings liegenjetzt an den E
ken der �au�eren beiden p-E
ke immer s
hon zwei (3,3,3,3).Dadur
h ist die E
kentransitivit�at gebro
hen und gezeigt, dass 53 f�ur gro�ep ni
ht m�ogli
h ist.C.4.12 Die Kantenumgebung 54Mit 54 haben wir die Kantenumgebung (3,p,3,3)(3,p,3,3)(3,3,3,3) bezei
hnet.Fangen wir mit einem (3,3,3,p) in der Mitte an, setzen ans obere p-E
kein zweites (3,3,3,p) und an eine gemeinsame Kante ein (3,3,3,3). Dannk�onnen wir zwis
hen dem ersten (3,3,3,p) und dem (3,3,3,3) entweder na
h2 ein (3,3,3) mit beliebig gro�em p, na
h 17 (mit q = 3) einen weiteren(3,3,3,3) und p < 6 oder na
h 29 einen (3,3,3,3,3), allerdings nur mit p < 4,anlegen. Die letzten beiden F�alle sind wegen des kleinen p s
hon in Kapitel7 bespro
hen worden. Somit befestigen wir an einer Kante zwis
hen demersten (3,3,3,p) und dem (3,3,3,3) ein (3,3,3). Mit derselben Argumentationm�ussen wir an der anderen Kante zwis
hen dem (3,3,3,3) und dem ersten(3,3,3,p) ebenfalls ein (3,3,3) ankleben. Um nun an dem unteren p-E
k E
ken-transitivit�at zu den E
ken des oberen p-E
ks zu bekommen, bauen wir dortein weiteres (3,p,3,3) an und betra
hten die E
ke des unteren p-E
ks zwi-s
hen den beiden (3,3,3). An dieser E
ke gibt es keine Kantenumgebung 54.Diese �nden wir aber an E
ken des oberen p-E
ks. Also k�onnen wir keineDrehspiegelung �nden, die die eine E
ke in die andere �uberf�uhrt und dasPoly
hor unver�andert l�asst. Somit kann 54 ni
ht vorkommen.C.4.13 Die Kantenumgebungen 55, 56 und 57Die Kantenumgebung (3,p,3,3)(3,p,3,3)(3,3,3,3,x), x = 3, 4 oder 5, kannes f�ur beliebig gro�e p ni
ht geben, weil wir keine Kantenumgebung mit(3,3,3,3,x)(3,3,3,p) �nden, au�er f�ur p = 3 oder 4, wel
he in Kapitel 7 s
honber�u
ksi
htigt wurden.



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 185C.4.14 Die Kantenumgebung 58Betra
hten wir die Kantenumgebung (3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,4) f�ur p > 14 undsetzen das (3,p,3,3) na
h innen. Dann kann an beide p-E
ke { aufgrund vonE
kentransitivit�at und der Tatsa
he, dass (3,p,3,3) und (p,4,4) sehr gro�eRaumwinkel haben und somit eine andere Kombination als p-E
k auf p-E
kausges
hlossen ist { nur je ein (p,4,4) angelegt werden. An eine Kante zwi-s
hen dem (3,p,3,3) und dem ersten (p,4,4) legen wir jetzt mit der Kantenum-gebung 58 einen (3,4,4) an. Dann mu� es eine Kante zwis
hen dem (3,p,3,3)und dem zweiten (p,4,4) geben, die an der E
ke des inneren 3-E
ks des (3,4,4)liegt, wel
hes ni
ht das erste (p,4,4) ber�uhrt, und an dieser Kante muss dur
hE
kentransitivit�at ein weiteres (3,4,4) anliegen. Damit ber�uhren si
h aber diebeiden (3,4,4) an einem 4-E
k. Da das (3,p,3,3) an jeder E
ke vier Fl�a
henhat, haben wir also um die gemeinsame Kante der beiden (3,4,4) eine 4-Zellen-Kantenumgebung mit zwei (4,4,3), einer Zelle, die (4,4,3) mit (3,3,3,p)verbindet und dem (4,4,p). Eine 5-Zellen-Kantenumgebung, die zus�atzli
hzwis
hen die (3,4,4) und (p,4,4) je eine Zelle legt, ist ni
ht m�ogli
h, da min-destens einmal (3,4,4) und (p,4,4) { na
h 58 { an einem 4-E
k aneinanderliegen. Die einzige Zelle, die zwis
hen (4,4,3) und (3,3,3,p) liegen kann undmit dem zweiten (p,4,4) eine m�ogli
he Kante { n�amli
h 58 { erzeugt, ist(4,4,3); 12 mit (3,4,3,3) w�urde ni
ht mit (p,4,4) zusammenpassen. Damithaben wir eine E
ke vollst�andig ums
hlossen und die Kantenumgebungen11, 58 und 85 (mit q = r = s = 3) benutzt. Diese Konstruktion f�uhrtdann eindeutig und widerspru
hsfrei zu einem p-antiprismatis
hen Pris-ma
hor H (3,3,3,p).C.4.15 Die Kantenumgebungen 59, 60 und 61(3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,x,4) mit x = 3, 4 oder 5 kann ni
ht vorkommen, da wirdann eine Kantenumgebung mit (3,3,3,p)(3,4,x,4) h�atten, die es { au�er f�uralle x f�ur p = 3 und f�ur x = 3 au
h f�ur p = 4 { ni
ht gibt.C.4.16 Die Kantenumgebung 62Die Kantenumgebung (3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,3,3,3) kann au
h ni
ht in einem uni-formen Poly
hor vorkommen, da wir an der Kante mit (3,3,3,3,4)(3,3,3,p) {au�er f�ur p = 3 oder 4 { ni
ht weiterkonstruieren k�onnen.



186 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISC.4.17 Die Kantenumgebung 63(3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,3,3) ist als Kantenumgebung ni
ht m�ogli
h, da (3,3,3,4)(3,3,3,p) nur f�ur p � 5 existiert.C.4.18 Die Kantenumgebung 64Hier fangen wir mit der Umgebung (4,4,p)(q,4,4)(q,4,4) f�ur gro�es p undbeliebiges q an. Da alle Raumwinkel sehr gro� sind, k�onnen wir auf den freienp-E
ken nur (3,p,3,3) oder (p,4,4) ankleben. Im ersten Fall erhalten wir eineKantenumgebung mit (p,4,4)(3,p,3,3)(4,4,q) wel
he nur f�ur q = 3 und dervierten Zelle (3,4,4) { als 82 { m�ogli
h ist. Da nun (3,p,3,3) an jeder E
kevier Fl�a
hen hat, ben�otigen wir um eine Kante zwis
hen zwei (q,4,4) { mit q =3 { drei (3,4,4), was zur Kantenumgebung (3,4,4)(3,4,4)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)f�uhrt; diese hat aber als Keilwinkelsumme genau 2�. Also ist der erste Fallni
ht m�ogli
h. Beim zweiten Fall legen wir auf die freien p-E
ke je ein weiteres(p,4,4). Zwis
hen zwei (p,4,4) kann nun eine 3-Zellen-Kantenumgebung mitdem (4,4,q) oder eine 4-Zellen-Kantenumgebung mit (4,4,3)(4,4,3), (4,4,3)(4,4,4) oder (4,4,3)(4,4,5) und q = 3, 4 oder 5 auftreten. Bei der M�ogli
hkeitmit vier Zellen kleben wir �uber dem zweiten (p,4,4) ein letztes (p,4,4), undzwis
hen diesen beiden aufgrund der E
kentransitivit�at wieder eines der drei4-Zellen-Kantenumgebungen liegen. O.B.d.A. sei nun das (4,4,3) am zweiten(p,4,4) und ein (4,4,x), x = 3, 4 oder 5, am ersten und letzten (p,4,4). Dannbri
ht aber die E
kentransitivit�at an den E
ken des (4,4,3) zusammen, dieni
ht am zweiten (p,4,4) liegen, denn es treten jetzt s
hon ein (4,4,3) und zwei(4,4,x) auf. Also k�onnen zwis
hen den (p,4,4) nur 3-Zellen-Kantenumgebun-gen mit dem (4,4,q), q beliebig gro�, liegen. Damit wird die E
kentransitivit�aterf�ullt und eine widerspru
hsfreie Konstruktion bis zum S
hlie�en des Poly-
hors m�ogli
h. Das entstehende Poly
hor ist ein p,q-Biprisma
hor T(p,q).C.4.19 Die Kantenumgebung 65Diese Kantenumgebung besteht aus (4,4,p), (3,4,4) und (3,4,3,3), wobei na
hder Keilwinkelsummenbegrenzung p kleiner als 27 bleiben muss. An einerKante zwis
hen (p,4,4) und (3,4,3,3) passen jetzt mit 82 no
h die Zellen(3,4,4) und (4,4,3), mit 83 die Zellen (3,3,3) und (3,4,4) oder mit 84 dieZellen (3,3,3) und (3,q,3,3). In den beiden ersten F�allen muss dann allerdingsp = 4 gelten. Nur der dritte Fall gilt f�ur beliebig gro�e p. An einer Kantezwis
hen (p,4,4) und (4,4,3) passen entweder { na
h 64 mit p und q vertaus
htund q = 3 { ein weiteres (p,4,4) oder { na
h 82 { ein (3,4,4) und ein (3,p,3,3)oder { na
h 87, 88 bzw. 89 { ein (4,4,x) und ein (p,4,4) mit x = 3, 4 bzw.



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 1875. Der erste und die letzten drei F�alle k�onnen ni
ht vorkommen, da wir ausder Betra
htung der Kante zwis
hen (p,4,4) und (3,4,3,3) wissen, dass amp-E
k des (p,4,4) nur ein (3,p,3,3) anliegen kann. Jetzt �nden wir aber eineKante mit (3,3,3,4)(3,4,4)(4,4,3), wel
he ni
ht existiert. Also ist der zweiteFall an der Kante zwis
hen (p,4,4) und (4,4,3) ebenfalls ni
ht m�ogli
h. Wirk�onnen somit zwis
hen diesen Zellen ni
ht weiterbauen. Folgli
h ist 65 keineerlaubte Kantenumgebung.C.4.20 Die Kantenumgebungen 66 bis 76Diese Kantenumgebungen sind nur f�ur p < 14 m�ogli
h, m�ussen also hier ni
htmehr behandelt werden.C.4.21 Die Kantenumgebung 77F�ur x = 7, 8 und 9 haben wir bei der Kantenumgebung (4,4,p)(4,4,x)(4,4,r),r = 3, f�ur wenige p < 42 dur
h die Keilwinkelsumme ni
ht ausges
hlosseneUmgebungen. Diese sind aber f�ur 14 < p < 42 ni
ht m�ogli
h, da die Kan-tenumgebung (p,4,4)(x,4,4) f�ur diese p ni
ht existiert. Ist r = 4 und x = 5,so sind alle p bis 19 erlaubt. Aber au
h hier gibt es keine Umgebung mit(p,4,4)(5,4,4). Nur f�ur r = 4, x = 4 und f�ur r = 3 und x � 6 sind beliebiggro�e p erlaubt. Im ersten Fall k�onnen wir zwis
hen (p,4,4) und (4,4,4) na
h64 { mit p und q vertaus
ht und q = 4, p beliebig { einen weiteren (p; 4; 4)anbauen (Fall <i>) oder na
h 88 die Zellen (4,4,3) und (p,4,4) (Fall <ii>)anf�ugen. <i> f�uhrt zu einer E
kenumgebung aus zwei (p,4,4) und zwei (4,4,4),wel
he widerspru
hsfrei zu einem 4,p-Biprisma
hor T(4,p) f�uhrt. <ii>ben�otigt eine Kante mit (4,4,4)(4,4,4)(3,4,4), wel
he aber ni
ht existiert.Betra
hten wir jetzt den Fall, dass r = 3 und x � 6 ist. Sei x = 5 oder6, dann �nden wir aber keine Kantenumgebung mit (p,4,4)(x,4,4). Sei alsox = 4. An (p,4,4)(4,4,4) k�onnen wir entweder mit 64 { p und q vertaus
htund q = 4 { ein weiteren (p,4,4) erg�anzen (Fall <iii>) oder mit 88 die Zellen(4,4,3) und (p,4,4) an die Kante kleben (Fall <iv>). F�ur <iii> ben�otigenwir jetzt aber eine Kante mit (4,4,p)(4,4,4)(3,4,4), die wir ni
ht �nden. Undf�ur <iv> bekommen wir eine Kante mit (3,4,4)(4,4,4)(3,4,4), wel
he wir inder Nr. 965 in den Tabellen im Anhang A zusammen mit der Zelle (3,3,3)�nden. Der (3,3,3) passt jetzt aber ni
ht mit dem (4,4,p) zusammen. Alsoist x = 4 au
h ausges
hlossen. Als letztes sei x = 3. Dann k�onnen wir an(p,4,4)(3,4,4) nur mit 83 und den Zellen (3,3,3) und (3,p,3,3) eine m�ogli
heKantenumgebung erhalten. Diese Umgebung m�ussen wir dann aber au
han der auf dem p-E
k bena
hbarten Kante, an der das andere (3,4,4) sitzt,anbauen. Da (3,p,3,3) vier Fl�a
hen pro E
ke hat, m�ussen wir an der Kante



188 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEIS(3,3,3)(3,4,4)(3,4,4)(3,3,3) no
h eine weitere Zelle anlegen, die auf einem 3-E
k des (3,p,3,3) liegt. Nur ein dritter (3,3,3) ist m�ogli
h, f�uhrt aber zu einerunm�ogli
hen Kantenumgebung. Somit ist x = 3 ebenfalls ni
ht m�ogli
h.C.4.22 Die Kantenumgebung 78Es existieren m�ogli
herweise die Kantenumgebungen (4,4,p)(4,4,q)(4,4,3,4)mit q = 3 und p < 24. Betra
hten wir zuerst eine Kante zwis
hen (p,4,4)und (3,4,4). Dort passt mit 83 nur (3,3,3)(3,p,3,3). Der (4,4,3,4) kann nunzwis
hen (4,4,p) und (4,4,3) auf zwei vers
hiedene Arten angebaut werdem,um 78 zu erzeugen. Im ersten Fall liegt er mit einem 4-E
k, das auf dem(3,4,4,4) an allen Kanten wieder nur 4-E
ke ber�uhrt, auf dem (4,4,p). Imzweiten Fall liegt es mit einem 4-E
k auf (4,4,p), das auf dem (3,4,4,4)zwis
hen zwei 3-E
ken sitzt. Im ersetn Fall muss es aber dann eine Kantemit (3,p,3,3)(p,4,4)(4,4,3,4) geben. Diese �nden wir ni
ht. Im zweiten Fallerhalten wir die Kante (3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,4,4), wel
he dur
h 60 erlaubt ist.Da aber (3,3,3,p) pro E
ke vier Fl�a
hen hat, ben�otigen wir eine 4-Zellen-Kantenumgebung mit (3,3,3,p)(3,4,4)(3,4,4,4). Au
h diese �nden wir ni
ht.Somit ist 78 mit q = 3 und 14 < p < 24 ausges
hlossen.C.4.23 Die Kantenumgebung 79Diese Kantenumgebungen ist nur f�ur p = 3 m�ogli
h und wurde in Kapitel 7behandelt.C.4.24 Die Kantenumgebung 80Diese Kantenumgebung ist (p,4,4)(p,4,4)(4,4,3,4). Leider kann au
h dieseausges
hlossen werden, da aus ihr eine Kantenumgebung mit (4,4,p)(3,4,4,4)folgt, wel
he nur f�ur p < 7 existiert.C.4.25 Die Kantenumgebung 81Diese Kantenumgebung ist (3,p,3,3)(3,p,3,3)(3,3,3)(3,3,3). Legen wir zwei(3,p,3,3) an einem p-E
k zusammen und betra
hten zwei bena
hbarte Kantenk1 und k2 auf diesem p-E
k. Sei e1 die E
ke zwis
hen k1 und k2. An k1legen wir mit 81 zwei (3,3,3) an. Dann haben wir zwis
hen den (3,3,3) undden beiden (3,3,3,p) an den 3-E
ken, die an e1 ansto�en, drei M�ogli
hkeiten:Mit 1 kann an beiden 3-E
ken je ein weiteres (3,3,3) anliegen (Fall <i>),mit 2 kann an beiden 3-E
ken je ein (3,3,3,3) anliegen (Fall <ii>) oderan dem einen 3-E
k liegt ein (3,3,3) und am anderen ein (3,3,3,3) an (Fall



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 189<iii>). Im Fall <i> erhalten wir eine Kante mit (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3),an der no
h eine Zelle fehlt. Mit Nr. 999 in den Tabellen im Anhang A kanndiese f�unfte Zelle nur ein weiterer (3,3,3) sein. Dieser passt aber ni
ht in dieL�u
ke aus vier 3-E
ken um e1. <i> kann also ni
ht vorkommen. Im Fall <ii>k�onnen wir zwis
hen den (3,3,3,3) und den (3,3,3,p) an die 3-E
ke, die an k2angrenzen, f�ur beliebig gro�e p mit 2 nur je einen weiteren (3,3,3) anbauen.Damit bre
hen wir aber die E
kentransitivit�at, da jetzt E
ken existieren, andenen (3,3,3,3) nur an eine E
ke eines p-E
ks ber�uhren, und andere, an denen(3,3,3,3) au
h mit einer Kante eines p-E
ks ansto�en. Also kann <ii> ni
htvorkommen. Im Fall <iii> wird an e1 am ersten (3,3,3) ein weiterer (3,3,3)und am zweiten (3,3,3) ein (3,3,3,3) angeklebt. Die entstehende L�u
ke an e1besteht aus drei 3-E
ken, kann somit nur dur
h ein (3,3,3) aufgef�ullt werden.Aber au
h dann bre
hen wir die E
kentransitivit�at, da es wieder E
ken einesp-E
ks gibt, an dessen Kanten (3,3,3,3) vorkommen, und andere, an denen sieni
ht vorkommen. Also ist Fall <iii> und damit die ganze Kantenumgebung81 ausges
hlossen.C.4.26 Die Kantenumgebung 82Fangen wir mit der Kantenumgebung (3,p,3,3)(p,4,4)(4,4,3)(3,4,4) an undbetra
hten eine E
ke e dieser Kante. An der Kante zwis
hen (4,4,p) und(3,4,4) an e passt mit 64 { und q = 3 { ein weiteres (3,4,4) (Fall <i>) odermit 65 { und p < 27 { ein (3,4,3,3) (Fall <ii>). F�ur Fall <ii> erhalten wirdann an e eine Kante zwis
hen (p,4,4) und (3,4,3,3), die nur mit 63 undeinem (3,p,3,3) erlaubt ist. Jetzt �nden wir aber an e und zwis
hen (3,3,3,p)und (3,3,3,4) eine Kante, die wir nur mit 3 { und einem (3,3,3) { odermit 38 { und einem (3,3,3,3) { erg�anzen k�onnen. F�ur die erste M�ogli
hkeitbekommen wir dann die Eins
hr�ankung p < 12, f�ur die zweite (mit q = 4 undr = 3 in 38) sogar p < 4. Diese F�alle sind aber s
hon in Kapitel 7 behandeltworden. Gehen wir jetzt zu einer Kante zwis
hen (3,3,3,p) und (3,4,4), diewiederum an e liegt. Hier passt mit 11 entweder ein weiterer (3,4,4) (Fall<iii>) oder mit 12 ein (3,4,3,3) (Fall <iv>), allerdings mit p < 16. Mit<iv> erhalten wir aber wieder eine Kante mit (3,3,3,p)(3,3,3,4), was nur f�urkleine p m�ogli
h ist. Also setzen wir mit <iii> auf das 3-E
k des (3,3,3,p), dase ber�uhrt und mit der Kante ni
ht am (p,4,4) liegt, ein (3,4,4). An der freienKante zwis
hen diesem (3,4,4) und dem (3,3,3,p) passt nun wieder mit 11 einletzter (3,4,4) (Fall <v>) oder mit 12 ein (3,4,3,3) mit p < 16 (Fall <vi>).<vi> f�uhrt zu einer Kante mit (p,4,4)(3,p,3,3)(3,3,3,4), wel
he f�ur gro�e pni
ht existiert. Bleiben also Fall <i>, <iii> und <v> nur mit (3,4,4). Jetztbekommen wir aber eine Kante an e mit (3,4,4)(3,4,4)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3).Dessen Keilwinkelsumme ist genau 2� und somit ausges
hlossen. Also kann



190 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEIS82 ni
ht vorkommen.C.4.27 Die Kantenumgebung 83Diese Kantenumgebung ist (3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,4)(3,3,3). Sei wieder e eineE
ke an dieser Kante. An e und zwis
hen (4,4,p) und (4,4,3) passt entwedermit 77 ein (4,4,x), x = 3; : : : ; 6 (Fall <i>), mit 78 ein (4,4,3,4), p < 24(Fall <ii>) oder mit 86 und q = r = s = 3 zwei weitere (4,4,3) (Fall<iii>). Im Fall <i> betra
hten wir nun die Kante (3,p,3,3)(p,4,4)(x,4,4). F�urx = 3 haben wir die M�ogli
hkeiten 58 oder 83. 58 ist s
hon die gesu
hteKantenumgebung. Allerdings fallen nun der (3,3,3) und das (3,3,3,p) an zweiFl�a
hen zusammen und bilden eine Kante mit nur zwei Zellen. Dies ist ni
htm�ogli
h. Mit 83 wird ein weiterer (3,3,3) addiert. F�ur x = 4, 5 oder 6 existierteine entspre
hende Kante ni
ht. Im Fall <ii> gibt es f�ur den (3,4,4,4) zweiM�ogli
hkeiten, da einmal das 4-E
k zum (4,4,p) auf dem (3,4,4,4) an Kantennur mit 4-E
ken oder au
h mit zwei 3-E
ken zusammenkommt. Die ersteM�ogli
hkeit f�uhrt zu einer Kante mit (3,p,3,3)(p,4,4)(4,4,3,4), wel
he ni
htexistiert. Die zweite M�ogli
hkeit l�asst wieder den (3,3,3) und den (3,3,3,p)an zwei Fl�a
hen zusammenfallen, ist also au
h ni
ht m�ogli
h. Kommen wirsomit zu <iii>. Wir erhalten eine Kante mit (3,p,3,3)(p,4,4)(3,4,4). Dieseexistiert mit 58 oder zusammen mit einem weiteren (3,3,3) (83). 58 l�asstdann aber wieder den (3,3,3) und den (3,3,3,p) zusammenfallen. Und 83mit einem weiteren (3,3,3) haben wir au
h s
hon im Fall <i> mit x = 3gefunden. Damit muss an dem 3-E
k des (3,3,3,p), das an (4,4,p) und an eliegt, ein (3,3,3) kleben. Kommen wir jetzt zum 3-E
k des (3,3,3,p), das eber�uhrt und mit einer Kante ni
ht am (4,4,p) anst�o�t. Hier kann mit 1 ein(3,3,3) oder mit 2 ein (3,3,3,3) angebaut werden. Der (3,3,3) f�uhrt aber dazu,dass die drei (3,3,3) eine gemeinsame Kante an e haben, die zu den (3,4,4)zeigt. Diese haben aber keine gemeinsame Kante, passen also mit den drei(3,3,3) ni
ht zusammen. Anders der (3,3,3,3): Beide (3,3,3) kleben an denbeiden (3,4,4), die mit der Fl�a
he am (4,4,p) liegen, w�ahrend der (3,3,3,3)mit einer Fl�a
he das dritte (3,4,4) ber�uhrt. Jetzt erhalten wir eine Kantemit (3,3,3)(3,3,3,3)(3,4,4)(3,4,4). Dessen Keilwinkelsumme ist aber genau 2�.Somit ist au
h diese Konstruktion verboten und 83 ausges
hlossen.C.4.28 Die Kantenumgebung 84Bei 84 kommen die Zellen (3,p,3,3), (p,4,4), (3,4,3,3) und (3,3,3) an einerKante vor. Zwis
hen (4,4,p) und (3,4,3,3) passt dann nur mit 65 ein (3,4,4),wobei p < 27 gelten muss. Jetzt bekommen wir eine Kante mit (3,p,3,3)(p,4,4)



C.4. UMGEBUNGEN MIT P -(ANTI-)PRISMEN UND P > 14 191(4,4,3). Dort k�onnen wir mit 82 nur einen (3,4,4) anlegen. Dann erhalten wiraber eine Kante mit (4,4,3)(3,4,4)(3,3,3,4), wel
he ni
ht existiert.C.4.29 Die Kantenumgebung 8585 ist nur f�ur p < 7 m�ogli
h und ist somit in Kapitel 7 bei den Betra
htungenf�ur Zellen mit p-E
ken und p � 14 behandelt worden.C.4.30 Die Kantenumgebung 86Hier betra
hten wir die Kantenumgebung (4,4,p)(4,4,q)(4,4,r)(4,4,s) mit q =r = s = 3. Zwis
hen (p,4,4) und (3,4,4) passt entweder mit 58 ein (3,p,3,3)oder mit 83 (3,3,3) und (3,p,3,3). Im ersten Fall erhalten wir eine vollst�andigeE
kenumgebung, die si
h widerspru
hsfrei auf alle E
ken fortf�uhren l�asst.Damit bekommen wir ein p-antiprismatis
hes Prisma
hor H (3,3,3,p).Im zweiten Fall kann an der Kante des p-E
ks, die neben der zwis
hen(3,4,4) und (3,3,3) liegt und an einem (3,4,4) angrenzt, au
h nur mit 83ein weiterer (3,3,3) angef�ugt werden. Denn bei der Benutzung von 58 fallendas (3,3,3,p) und der (3,3,3) wieder an zwei Fl�a
hen zusammen. Damit jetztaber die drei Fl�a
hen der drei (3,4,4) mit den beiden (3,3,3) zusammenpassen,mu� dazwis
hen no
h eine Zelle eingef�ugt werden. 1 mit einem (3,3,3) istausges
hlossen, da dann die drei (3,3,3) wieder eine gemeinsame Kante habenund ni
ht mit den drei (3,4,4) zusammenzuf�ugen sind. Also kann hier mit 2nur ein (3,3,3,3) angelegt werden, der dann mit einem 3-E
k das mittlere(3,4,4) ber�uhrt. Damit erhalten wir aber eine Kante mit (3,3,3)(3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,3), deren Keilwinkelsumme 2� betr�agt. Wir k�onnen 86 folgli
h au
hni
ht benutzen.C.4.31 Die Kantenumgebung 87Betra
hten wir nun die Umgebung (p,4,4)(p,4,4)(4,4,3)(4,4,3). An den Kan-ten zwis
hen (4,4,p) und (3,4,4) passt mit 64, q = 3, ein (3,4,4) oder mit 65ein (3,4,3,3). Letzteres ist aber ni
ht m�ogli
h, da dann eine Kante mit (p,4,4)(p,4,4)(3,4,3,3) ben�otigt wird, die es ni
ht gibt. Also setzen wir zwis
hen den(4,4,p) und den (3,4,4) �uberall einen weiteren (3,4,4). Damit erhalten wir einevollst�andige E
kenumgebung aus zwei (p,4,4) und vier (3,4,4). An den freienp-E
ken m�ussen weitere (p,4,4) und an den Kanten mit (p,4,4)(p,4,4)(4,4,3)no
h je ein weiterer (4,4,3) angef�ugt werden. Dann gibt es aber E
ken, andenen jetzt a
ht (3,4,4) anliegen, wodur
h die E
kentransitivit�at gebro
henwird. Also kann 87 ni
ht benutzt werden.



192 ANHANG C. ERG�ANZUNGEN ZUM BEWEISC.4.32 Die Kantenumgebung 8888 ist (p,4,4)(p,4,4)(4,4,3)(4,4,4). S
hauen wir uns die Kante zwis
hen (4,4,p)und (3,4,4) an, dann k�onnen wir dort entweder mit 64 und q = 3 ein (3,4,4)oder mit 65 ein (3,4,3,3) anlegen. Wie bei 87 aber s
hon gesehen, f�uhrt ein(3,4,3,3) zu der ni
ht existenten Kante (p,4,4)(p,4,4)(3,4,3,3). Also muss hierein (3,4,4) angelegt werden. Jetzt betra
hten wir die Kante zwis
hen (4,4,p)und (4,4,4). Dort k�onnen entweder mit 64 und q = 4 ein (4,4,4) (Fall <i>),mit 70 ein (4,4,3,4) (Fall <ii>), mit 77 und r = 3 und q = 4 ein (4,4,3) (Fall<iii>) oder mit 86 und q = r = 3 und s = 4 zwei (4,4,3) (Fall<iv>) angelegtwerden. Die F�alle <ii> und <iv> sind aber nur f�ur kleine p erlaubt, sind alsoin Kapitel 7 s
hon behandelt worden. Im Fall<i> erhalten wir eine Kante mit(3,4,4)(3,4,4)(4,4,4)(4,4,4), dessen Keilwinkelsumme wieder 2� ergibt. Undim Fall <iii> �nden wir eine Kante mit (3,4,4)(4,4,4)(3,4,4)(3,4,4), wel
heni
ht existiert. Also kann au
h 88 ni
ht benutzt werden.C.4.33 Die Kantenumgebung 89Die letzte Kantenumgebung lautet (p,4,4)(p,4,4)(4,4,3)(4,4,5). Zwis
hen dem(4,4,p) und dem (3,4,4) passt wieder nur ein (3,4,4) (mit 64), da mit 65und einem (3,4,3,3) wieder die ni
ht existente Kante (p,4,4)(p,4,4)(3,4,3,3)ben�otigt wird. Und zwis
hen (4,4,p) und (5,4,4) passt entweder mit 64 undq = 5 ein weiterer (5,4,4) oder mit 71 ein (4,5,4,3), wobei dann aber p < 7sein muss. Somit ist ein weiterer (5,4,4) die einzige M�ogli
hkeit. Jetzt �ndenwir aber eine Kante mit (3,4,4)(3,4,4)(5,4,4)(5,4,4), dessen Keilwinkelsum-me wieder 2� ist. Folgli
h kann au
h 89 ni
ht f�ur die Konstruktion einesuniformen Poly
hors verwendet werden.C.4.34 ZusammenfassungF�ur beliebig gro�e p > 14 haben wir mit Hilfe kombinatoris
her �Uberlegungenund der Bes
hr�ankung dur
h die Keilwinkelsumme somit gezeigt, dass wirmit p-Prismen und p-Antiprismen ledigli
h p-antiprismatis
he Prisma
horaH(3; 3; 3; p) und p; q-Biprisma
hora T (p; q) herstellen k�onnen. Folgli
h istdie Behauptung in Kapitel 2, f�ur p > 14 g�abe es keine neuartigen Poly
hora,bewiesen.



Anhang DHilfen bei der Visualisierung
"Die Mathematik ist das einzige Rei
h der wahrhaft exaktenPhantasie.\ Hans SanerDas Arbeiten mit geometris
hen Objekten in Dimensionen h�oher als dreigeht meistens einher mit einem teilweisen bis fast kompletten Verlust anAns
hauung. Um dieses Problem { zumindest f�ur diese Arbeit { ein wenigaus demWeg zu r�aumen, sollen an dieser Stelle einige Hilfestellungen gegebenwerden. Dabei nutzen wir die glei
hen oder �ahnli
he Prinzipien wie die,3-dimensionale Objekte auf ein 2-dimensionales Blatt Papier zu bannen: Ab-wi
klungen und Projektionen.D.1 Abwi
klungenWenn wir uns mit 3-dimensionalen Polyedern befassen, dann stellt si
h meis-tens s
hnell die Frage, ob ni
ht ein paar davon gebaut werden k�onnten, umdas (wortw�ortli
he) Begreifen zu erlei
htern. Diese Baupl�ane m�ussen dannnat�urli
h die Teile der Polyeder, die Fl�a
hen, genau darstellen und deren Zu-sammenhang auf gewisse Art eindeutig ma
hen. Nat�urli
h k�onnen wir a
htregelm�a�ige 3-E
ke glei
her Gr�o�e aus Pappe auss
hneiden und so zusam-menkleben, dass ein Oktaeder entsteht. Viel ges
hi
kter (und klebesparender)ist es, die Fl�a
hen so auszus
hneiden, dass sie von vornherein zusammenh�an-gen; wir m�ussen nur zwis
hen den Fl�a
hen falten und s
hon sollte es einfa
hsein, diejenigen Kanten der Fl�a
hen zu identi�zieren, die zusammengeklebtwerden m�ussen.Ein sehr einfa
hes Beispiel ist eine Abwi
klung des Hexaeders: vier Qua-drate in einer Reihe von oben na
h unten, am zweiten von oben jeweils links193



194 ANHANG D. HILFEN BEI DER VISUALISIERUNGund re
hts no
h ein weiteres, so dass eine Art Kreuz entsteht. Ein etwaskomplizierteres Beispiel ist die Abwi
klung des stumpfen Ikosaeders (au
hFu�ball genannt): Er besteht, wie man in der Abwi
klung erkennt, aus 125-E
ken und 20 6-E
ken, jeweils f�unf 6-E
ke um jedes 5-E
k.

Um aus der Abwi
klung wieder ein 3-dimensionales Objekt zu erhalten,m�ussen sozusagen von innen heraus zuerst die Kanten zusammengeklebtwerden, an denen s
hon alle Fl�a
hen an einer E
ke zusammenkommen. Da-dur
h bewegt man si
h in der Abwi
klung dur
h Zusammenkleben der Kan-ten immer weiter na
h au�en bzw. na
h oben und s
hlie�t damit den Polyederletztendli
h.Analog k�onnen wir nun au
h 4-dimensionale Poly
hora erst einmal alsAbwi
klung im 3-Dimensionalen aus seinen Teilen zusammenbauen. Au
hhier lassen si
h Anzahl der Teile und Orientierung/Zusammenhang teilweisegut ersehen.

Von den se
hs regelm�a�igen Poly
hora sind in dieser Arbeit Abwi
klungenauf den Seiten 6, ??, 28, 33 und 34 zu sehen. In den meisten F�allen istaber eine vollst�andige Abwi
klung des ganzen Poly
hors ni
ht n�otig. Bei denKantenkombinationen k�onnen wir uns eine Abwi
klung als das Zusammenkle-ben der einzelnen Zellen um eine Kante vorstellen, wobei eine L�u
ke zwis
henden Zellen �ubrig bleibt. Selbst bei dem Beweis in Kapitel 7 ben�otigen wir nur
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klungen, die meistens nur die Umgebung einer E
ke betre�en (sieheSeite 116 bis 123).Obwohl (2-dimensionale) Abbildungen von 3-dimensionalen Abwi
klun-gen kleiner 4-dimensionaler Objekte immer no
h ein wenig ans
hauli
h sind {zumindest kann die 3-dimensionale Struktur lei
ht gesehen werden { werdengr�o�ere Objekte s
hnell un�ubersi
htli
h. In diesem Fall empfehle i
h entwederdie Zuhilfenahme von Computer-Programmen, mit denen man die Polyedererzeugen und ans
hauen kann (z.B. auf http://www.M�r
oMoeller.de dieLinks zu uniformen Poly
hora), oder direkt den Selberbau der ben�otigtenPolyeder. Nur so kann ein wirkli
hes Verst�andnis der Poly
hora dur
h Ab-wi
klungen errei
ht werden.

D.2 ProjektionenPrinzipiell gibt es zwei Arten von Projektionen, die au
h bei der Abbildung3-dimensionaler Objekte auf die Ebene Verwendung �nden: Parallel- undZentralprojektionen. Bei der Parallelprojektion wird die dritte Ri
htung, diesi
h ni
ht mehr in der Ebene darstellen l�asst, einfa
h in eine beliebige andereRi
htung (na
h "hinten\ ist dann meistens { zusammen mit einer Stau
hung{ na
h oben re
hts) auf die Ebene projiziert. So wird ein Hexaeder zu einemQuadrat, �uber das ein zweites Quadrat lei
ht na
h oben re
hts versetztgezei
hnet wird und die korrespondierenden E
ken verbunden werden. Indieser Darstellung lernen S
hulkinder au
h oft zum ersten Mal das perspek-tivis
he Zei
hnen von H�ausern et
.
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Auf die glei
he Art lassen si
h 4-dimensionale Objekte in den 3-dimensio-nalen Raum (und dann wahrs
heinli
h no
h einmal parallelprojiziert in dieEbene) darstellen. Dabei werden zwar die Zusammenh�ange und die meistenGr�o�en der Teile ri
htig dargestellt; allerdings wird es s
hwierig, si
h Poly-
hora vorzustellen, die �uber andere als re
hte Winkel verf�ugen.
F�ur diesen Zwe
k ist die Zentralprojektion besser geeignet, denn die vierteRi
htung { senkre
ht zu den "normalen\ drei { ist dort besser zu erkennen.Bei den in dieser Arbeit betra
hteten Objekten handelt es si
h ausnahmslosum e
kentransitive Poly
hora. Diese haben die Eigens
haft, dass alle E
kenauf einer Sph�are liegen, keiner also weiter innen oder au�en liegt. DieseRi
htung { innen-au�en { nutzt nun die Zentralprojektion. 3-dimensionalePolyeder werden au
h zentral auf eine Ebene projiziert, indem ein Zentral-punkt z oberhalb des Polyeders gew�ahlt und dann jede E
ke entlang einergeda
hten Geraden dur
h z und die E
ke auf die Ebene ges
hoben wird.Dabei nehmen die E
ken die Kanten, die zu ihnen f�uhren, mit.
In diesen Projektionen kann die urspr�ungli
he dritte Ri
htung gut alsinnen-au�en identi�ziert werden (links Hexaeder, re
hts Ikosaeder { dieseDarstellung wird au
h S
hlegel-Diagramm genannt). Somit l�asst si
h dieZentralprojektion au
h auf 4-dimensionale Poly
hora anwenden: Die drei"normalen\ Ri
htungen bleiben erhalten, die vierte Ri
htung wird innen-au�en. In dieser Arbeit sind die se
hs regelm�a�igen Poly
hora auf den Seiten41, 42, 46, 47 und 48 als Zentralprojektionen abgebildet.
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Au
h kompliziertere Poly
hora, z.B. der stumpfe 8-Zeller oder das 4,5-Biprisma
hor, lassen si
h immer no
h relativ ans
hauli
h darstellen. Aberau
h hier entsteht bei komplexeren Objekten s
hnell das Problem, dass dur
hdie zus�atzli
he Projektion in die Darstellungsebene zu viele Informationenverloren gehen. Deshalb ist es au
h hier �uber kurz oder lang unerl�assli
h, mitHilfe von Computer-Programmen (z.B. auf http://www.M�r
oMoeller.dedie Links zu uniformen Poly
hora) die Objekte dur
h Drehung 3-dimensio-naler zu ma
hen oder au
h Modelle selbst zu bauen, wenn eine tiefere Vor-stellung der Objekte in vier Dimensionen erlangt werden soll.

Zentralprojektion des stum-pfen 8-Zellers; die E
kenwurden jeweils dur
h Tetra-eder, die Zellen dur
h stum-pfe Hexaeder ersetzt.
Zentralprojektion des 4,5-Biprisma
hors; es bestehtaus f�unf Hexaedern (ste-hend) und vier 5-Prismen(umlaufend).
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Anhang ESonstiges
"Wir Mathematiker haben ein wunderbar einfa
hes Wahrheits-kriterium: Entweder es gibt einen Beweis oder ni
ht.\ K. UrbanikE.1 Umformungen von Seite 16Es sollte der Keilwinkel (3,3,3,n) eines n-Antiprismas bestimmt werden. Fol-gende Umformungen wurden mit Hilfe der Grundregeln �uber trigonometri-s
he Funkionen, der Formel von Moivre f�ur Winkelvielfa
he und der Potenz-formeln f�ur die Sinus- und Kosinusfunktion na
h [3℄ und [18℄ dur
hgef�uhrt.
 = ar
sinvuut 12 
os ar
sin 
s
 �n � 
ot �np3 !2 + sin 3�2np3 sin �n!2

= ar
sinvuut 12 
os ar
sin 1sin �n � 
os �nsin �np3 !2+ sin2 3�2n3 sin2 �nmit 
os(ar
sin x) =p1� sin2(ar
sinx) = p1� x2 folgt
= ar
sinvuuut 12vuut1� � 1sin �n � 
os �nsin �np3 �2!2 + sin2 3�2n3 sin2 �n199
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 = ar
sinvuuut 12vuut1� � 1sin �n � 
os �nsin �np3 �2!2 + sin2 3�2n3 sin2 �n= ar
sinvuut14 1� 13� 1sin �n � 
os �nsin �n �2!+ sin2 3�2n3 sin2 �n= ar
sinvuut14 � 112 �1� 
os �n�2sin2 �n + 13 sin2 3�2nsin2 �n= ar
sins14 � 112 sin2 �n��1� 
os �n�2 � 4 sin2 3�2n�= ar
sins14 � 112 sin2 �n�1� 2 
os �n + 
os2 �n � 4 sin2 3�2n�mit 
os2(x) = 1� sin2(x) folgt= ar
sins14 � 112 sin2 �n�2� 2 
os �n � sin2 �n � 4 sin2 3�2n�mit 1� 2 sin2(x) = 
os(2x) folgt= ar
sins14 � 112 sin2 �n�2 
os 3�n � 2 
os �n � sin2 �n�mit 
os(3�n )� 
os(�n) = �2 sin(2�2n) sin 4�2n folgt= ar
sins14 + 112 sin2 �n�4 sin �n sin 2�n + sin2 �n�= ar
sins14 + 112 sin �n�4 sin 2�n + sin �n�



E.1. UMFORMUNGEN VON SEITE 16 201

 = ar
sins14 + 112 sin �n�4 sin 2�n + sin �n�mit sin(2�n ) = 2 
os(�n) sin �n folgt= ar
sins14 + 112 sin �n�8 
os �n sin �n + sin �n�= ar
sins14 + 112�8 
os �n + 1�= ar
sinr14 + 23 
os �n + 112= ar
sinr13 + 23 
os �n
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hreibweisen der Polyeder (z.B. (4,4,4) f�ur Hexaeder), dieauf den Seiten 25 bis 27 aufgelistet sind, kommen im Text folgende Abk�ur-zungen vor:8 f�ur alle9 es existiert6 9 es existiert kein� Summebzw. beziehungsweise
os Kosinus
ot Kotangens (= 1tan = 
ossin )
s
 Kosekans (= 1sin)d.h. das hei�tE
kenumgeb. E
kenumgebunghex. hexaedris
hKon�g. Kon�gurationm�og. m�ogli
hNr. Nummero.�a. oder �ahnli
heso.B.d.A. ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheitse
 Sekans (= 1
os)sin Sinustan Tangens (= sin
os)unm�og. unm�ogli
husw. und so weiterz.B. zum Beispiel
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his
he und r�omis
he ZahlenDie grie
his
hen Zahlen treten im Zusammenhang mit den Polyedern und-
hora des �Ofteren auf und bilden dabei Vorsilben, die die Anzahl von Fl�a
henoder Zellen angeben. Deshalb sollen sie hier no
h einmal wiederholt werden12:4 tetra 16 dekahexa5 penta 20 ikosa6 hexa 24 ikositetra8 okta 48 tetrakontaokta10 deka 120 hekatonikosa12 dodeka 600 hexakosiaAls weitere grie
his
he Wortteile kommen in diesem Zusammenhang Poly-f�ur Viel-, -gon f�ur -E
k, -eder f�ur -Fl�a
hner, -
hor f�ur -Zeller und -top f�ur-R�aumer in dieser Arbeit vor.Die r�omis
hen Zahlen bestehen aus Zahlzei
hen: I (=1), V (=5), X (=10),L (=50), C (=100), D (=500), M (=1000). F�ur die Darstellung werden dieZei
hen hintereinander ges
hrieben, wobei die Werte addiert werden, wenndie Zei
hen glei
h gro�e Werte haben, oder der gr�o�ere Wert zuerst kommt,und subtrahiert, wenn vor einem gr�o�eren Wert ein kleinerer steht (z.B. istXX=20, VII=7, IX=9, XI=11, MCDLIX=1459).

12Die Bezei
hnungen sind weder ri
htiges Alt- no
h Neugrie
his
h, haben si
h aber�uber die Zeit eingeb�urgert. Sie bestehen aus grie
his
hen Wortteilen, die wie englis
heZahlw�orter zusammengefasst wurden (z.B. twenty-four=ikositetra und ni
ht wie imAltgrie
his
hen vierundzwanzig=tetra kai ikosa).
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ZusammenfassungName Mar
o M�ollerTitel Vierdimensionale Ar
himedis
he PolytopeJahr der Dru
klegung 2004Ziel der vorliegenden Arbeit ist es gewesen, einen Beweis daf�ur zu liefern,dass die Liste der bekannten 41 Ar
himedis
hen Polytope in vier Dimensionenvollst�andig ist. Zu diesem Zwe
k wird eine gr�o�ere Klasse von Polytopen, dieuniformen Polytope, betra
htet, von denen im Vierdimensionalen 64 bekanntsind. Diese haben unter anderem die Eigens
haft der E
kentransitivit�at, ausder folgt, dass alle E
ken auf einer Sph�are liegen m�ussen.Die Beweisidee beruht nun darauf, dass aus der lokalen Zusammensetzungeines vierdimensionalen Polytops { hier der Kantenumgebung, also der An-ordnung von uniformen Polyedern um eine Kante { ein Radius bestimmtwird, der zu einer Sph�are f�uhrt, auf der alle E
ken der beteiligten Polyederliegen. Es werden 1000 vers
hiedene Kantenumgebungen gefunden und zudiesen die Radien bestimmt. Diese Kantenumgebungen werden na
h Radiensortiert; dann werden sie f�ur jeden Radius getrennt um eine E
ke herumkombiniert, so dass zu den resultierenden m�ogli
hen E
kenumgebungen ein-deutig ein Radius { und damit eine Sph�are mit der zuvor genannten Eigen-s
haft - bestimmt werden kann.Na
h einem Auss
hlussverfahren bleiben 72 Radien mit zugeh�origen Kan-tenumgebungen �ubrig. Diese werden einzeln betra
htet und ausges
hlossen,wenn eine E
kenumgebung ni
ht widerspru
hsfrei erzeugt bzw. an Na
hbar-e
ken ni
ht die glei
he E
kenumgebung hergestellt werden kann.Als Zwis
henergebnis werden 64 vers
hiedene E
kenumgebungen gefun-den. Diese k�onnen eindeutig mit den 64 bekannten uniformen Polytopen invier Dimensionen identi�ziert werden. Im einzelnen sind dies: se
hs Plato-nis
he Polytope, vier Prismatope basierend auf vier der f�unf Platonis
henPolyeder (der Hexaeder als Basis liefert ein s
hon gez�ahltes Platonis
hes Po-lytop), 13 Prismatope basierend auf den 13 Ar
himedis
hen Polyedern und41 weitere Polytope. Letztere werden, da sie weder Platonis
h no
h Prisma-�ahnli
h sind, die Ar
himedis
hen Polytope genannt.Au�erdem werden no
h die beiden unendli
hen Klassen von Prismatopenbasierend auf den Antiprismen und von Biprismatopen (verallgemeinertePrismatope basierend auf einem p- und einem q-Prisma) identi�ziert. Ana-loges ist von den uniformen Polyedern mit ihren unendli
hen Klassen vonPrismen und Antiprismen basierend auf n-E
ken bekannt.Damit ist der Beweis erbra
ht, dass es in vier Dimensionen nur die be-kannten 41 Ar
himedis
hen Polytope gibt.
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